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Передмова

Дорогi читачi-школяри та їхнi батьки!2

У цiй книжцi зiбрано понад 750 задач зi
шкiльного курсу планiметрiї, бiльшою частиною
нескладних (але є й важкi). До їх числа входять
основнi теореми цього курсу. Розв’язуючи задачi,
ви познайомитеся з основними фактами i метода-
ми планiметрiї (або згадаєте їх ще раз, якщо вже
проходили в школi).

Задачi розбито за темами. Перед кожним
роздiлом ми коротко нагадуємо основнi означен-
ня та факти, якi можуть знадобитися при ро-
зв’язуваннi задач. Для бiльшої частини задач на-
ведено розв’язки. Проте ми радимо не поспiшати
читати розв’язок. Краще спочатку спробувати ро-
зв’язати задачу (або принаймнi як слiд усвiдоми-
ти її умову). Тодi розв’язки (iнодi досить короткi)
буде легше прочитати i зрозумiти.

У книжцi також наводяться задачi для само-
стiйного розв’язання. Для багатьох з них данi ко-
роткi вказiвки.

Бажаємо успiхiв!

2Обговорення принципiв вiдбору задач для цього збiрни-
ка, яке розраховане на викладачiв математики, винесене до
пiслямови.
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1. Вимiрювання вiдрiзкiв

Двi геометричнi фiгури (вiдрiзки, кути, три-
кутники та iн.) вважаються рiвними, якщо їх
можна накласти одна на одну так, щоб вони
сумiстилися.

Вiдрiзки рiвнi, якщо рiвнi їхнi довжини.
Якщо точка B лежить на вiдрiзку AC, то

AB + BC = AC.A B C

1. На прямiй обрано три точки A, B i C, при-
чому AB = 3, BC = 5. Чому може дорiвнювати
AC? (Iснують рiзнi можливостi.)

. Якщо точка B знаходиться мiж точками A
i C, то ця вiдстань дорiвнює 3 + 5 = 8. Але мож-A B C

3 5

ливий i iнший випадок, коли B знаходиться по-
за вiдрiзком AC. Намалювавши рисунок, впев-
нюємося, що в цьому випадку вiдстань дорiвнює
5 − 3 = 2. /B CA

3 2

2. На прямiй обрано чотири точки A, B, C, D,
причому AB = 1, BC = 2, CD = 4. Чому може
дорiвнювати AD? Укажiть усi можливостi.

. Спочатку подивимось, чому може дорiвню-
вати вiдстань мiж точками A i C. Як i в поперед-
нiй задачi, тут є двi можливостi (точка B всере-
динi AC або зовнi) — i виходить або 3, або 1.
Тепер ми отримуємо двi задачi: в однiй з них
AC = 3 i CD = 4, в другiй — AC = 1, CD = 4.
Кожна має по двi вiдповiдi, тож всього вiдповiдей
виходить чотири: 4 + 3, 4 − 3, 4 + 1 та 4 − 1.
Вiдповiдь: вiдстань AD може дорiвнювати 1, 3, 5
або 7. /

3. На дерев’янiй лiнiйцi вiдмiчено три подiл-
ки: 0, 7 i 11 сантиметрiв. Як вiдкласти за її допо-0 7 11

могою вiдрiзок у (а) 8 см; (б) 5 см?

. Використовуючи подiлки 7 та 11, легко вiд-
класти 4 сантиметри. Зробивши це двiчi, отри-
маємо вiдрiзок у 8 сантиметрiв. Вiдкласти 5 сан-
тиметрiв трохи складнiше: якщо вмiємо вiдкла-
дати 8 та 7, зможемо вiдкласти 1 сантиметр. Зро-
бивши це 5 разiв, отримуємо 5 сантиметрiв. /
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Можна зробити по-iншому: ми вмiємо вiдкла-
дати 4 см та 1 см, тож можна вiдкласти їх поспiль
i отримати 5 см. Ще один спосiб: 5 = 3 · 11− 4 · 7,
тож достатньо вiдкласти 3 рази по 11 см i потiм
4 рази по 7 в iнший бiк. (Перевага наведеного
спочатку способу в тому, що вiн пiдходить для
будь-якого цiлого числа сантиметрiв).

4. Точка B лежить на вiдрiзку AC довжи-
ною 5. Знайдiть вiдстань мiж серединами вiдрiз-
кiв AB i BC.

. Точку B можна вибирати по-рiзному. Напри-

?

A B C

5

клад, нехай вона дiлить вiдрiзок AC на частини в
1 см та 4 см. Середини цих частин (вiдрiзкiв AB i
BC) вiдстоять вiд B на 0,5 см i на 2 сантиметри,
разом виходить 2,5 см. Спробувавши iншi варiан-
ти розмiщення точки B, можна впевнитися, що у
всiх випадках вiдстань мiж серединами вiдрiзкiв
AB i BC дорiвнює 2,5 см. Чому? Справа в тому,
що ця вiдстань утворена з половин вiдрiзкiв AB
i BC. Разом цi вiдрiзки дорiвнюють 5 см, отже,
їхнi половини разом дорiвнюватимуть 2,5 см. /

5. У селi бiля прямої дороги стоять двi хати-
ни A i B на вiдстанi 50 метрiв одна вiд одної.
В якiй точцi дороги треба побудувати колодязь,
щоб сума вiдстаней вiд колодязя до хатин була б
найменшою? A BX

?

A BX

?

A BX

?

A BX

?

. Якщо дiяти по справедливостi, то треба по-
будувати колодязь посерединi мiж хатинами: тодi
до кожної буде 25 метрiв, а в сумi 50. Але з точ-

A BX

AX + XB = AB

ки зору умови задачi будь-яка точка X на дiлянцi
дороги мiж A i B однаково гарна, оскiльки в сумi
вiдрiзки AX i XB дорiвнюють 50 метрiв. (На-
приклад, якщо побудувати колодязь у 10 метрах
вiд A, то вiдстанi будуть 10 i 40 метрiв, тобто 50
у сумi.) /

6. Та ж сама задача для трьох i чотирьох ха-
тин, що стоять вздовж дороги з iнтервалами в 50
метрiв: де треба будувати колодязь у такому разi?

. Для трьох хатин: якщо середню хатину не
враховувати, то всi точки на вiдрiзку мiж край-
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нiми хатинами були б однаково гарнi. Отже, най-
краще положення колодязя для трьох хатин —
бiля середньої хатини.

Для чотирьох хатин (позначимо їх A, B, C,
D): будемо окремо розглядати двi крайнi хатини

A B C D

(A, D) i окремо двi середнi (B, C). У першому ви-
падку всi точки вiдрiзка AD однаково гарнi: сума
вiдстаней до A i D буде 150 метрiв. У другому
найменшу суму довжин (50 метрiв) дають точки
меншого вiдрiзка BC. Вiдповiдь: найменша сума
довжин (200 метрiв) досягається для всiх точок
з вiдрiзка BC. /

7. У селi A живе 100 школярiв, у селi B живе
50 школярiв. Вiдстань мiж селами 3 кiлометри. В
якiй точцi дороги вiд A до B треба побудуватиA B

100 50

A B

100 50

A B

100 50

A B

100 50

школу, щоб сумарна вiдстань, яку проходять усi
школярi, була якомога менше?

. Тут здається справедливим побудувати шко-
лу ближче до A, оскiльки там бiльше школярiв.
Але наскiльки ближче? Iнодi пропонують побу-
дувати школу в кiлометрi вiд A i у двох вiд B
(вдвiчi бiльше школярiв — вдвiчi ближче шко-
ла). Але з точки зору поставленої задачi (сумарна
вiдстань якомога менше) цей варiант не найкра-
щий — краще за все побудувати школу прямо
в A.

У цьому можна переконатися так: якщо вiд-
станi вiд школи до A i B дорiвнюють x i
3 − x вiдповiдно, то сумарна вiдстань, яку про-

100 50

x 3− x

ходять усi школярi, дорiвнює 100x + 50(3 − x) =
= 100x + 150 − 50x = 50x + 150, тож вона най-
менша (i дорiвнює 150 км), коли x = 0. /

Те ж саме можна пояснити i без формул: ко-
жен метр зсуву школи в бiк A скорочує на метр
шлях для 100 школярiв i подовжує на метр шлях
для 50 школярiв, тобто сумарний шлях змен-
шується на 50 метрiв.

Можна сказати ще й так: роздiлимо всiх шко-
лярiв A довiльним чином на двi групи по 50 осiб.
Якби другої групи не було, то було б все одно, де
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будувати школу (задача про колодязь), — а з точ-
ки зору другої групи найкраще за все будувати її
в A.

Ще кiлька задач

8. На прямiй дано точки A, B i C. Вiдомо,
що AB = 5, а вiдрiзок AC довший за BC на 1.
Знайдiть довжини вiдрiзкiв AC i BC. Чи може
точка B лежати поза AC?

9. На прямiй дано точки A, B i C. Вiдомо,
що AB = 5, а вiдрiзок AC довший за BC у пiв-
тора рази. Знайдiть довжини вiдрiзкiв AC i BC.
(Укажiть усi можливостi.)

10. Точка B дiлить вiдрiзок AC у вiдношеннi
2 : 1. Точка D дiлить вiдрiзок AB у вiдношеннi
3 : 2. В якому вiдношеннi дiлить точка D вiдрiзок
AC?

11. Точки C, D i E дiлять вiдрiзок AB у вiд-
ношеннi 1 : 2, 1 : 3 та 1 : 4 вiдповiдно. В якому
вiдношеннi точка D дiлить вiдрiзок CE?

12. На сторонi AB трикутника ABC взяли
довiльну точку X. Потiм на сторонi AC взя-
ли точку X ′, для якої AX = AX ′. Пiсля цьо-
го на сторонi BC взяли точку X ′′, для якої
CX ′ = CX ′′ i так далi (див. рисунок). Доведiть,
що пiсля кiлькох разiв ми потрапимо в початкову
точку X. A

B

C

X

X′

X′′

13. Шiсть машин їдуть по дорозi з мiста A до
мiста Б. У даний момент вони знаходяться в рiз-
них точках дороги, але вiдомо, що сумарна вiд-
стань, яку проїхали (рахуючи вiд А) всi маши-
ни — 75 кiлометрiв, а до Б залишилось їм їхати
(також у сумi) 45 кiлометрiв. Яка довжина дороги
з А до Б?
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2. Вимiрювання кутiв

Кути рiвнi, якщо рiвнi їхнi величини.
Якщо промiнь OB дiлить кут AOC на двi

частини, то кут AOC дорiвнює сумi його частин
AOB i BOC (запис: ∠AOC = ∠AOB+∠BOC).

Розгорнутий кут (кут мiж двома половина-
ми однiєї прямої) вважається рiвним 180 граду-
сам (180◦). Iншими словами, градус — це 1/180
частина вiд розгорнутого кута.

Прямий кут — половина розгорнутого, тобто
90◦.

Кути, меншi вiд прямого, називають гостри-
ми, а бiльшi вiд прямого — тупими.

O C

A

B

180◦

90◦

14.Маємо дерев’яний косинець iз кутом у 40◦.
Як побудувати за його допомогою кут (а) 80◦;
(б) 160◦; (в) 20◦?

. Побудувати кут у 80◦ легко — треба вiдкла-
сти двiчi кут по 40◦. Далi утворяться кути в 120◦

i в 160◦ (який нам потрiбний). Зауважимо тепер,
40

4040
40

20

що 20◦ — це доповнення 160◦ до розгорнутого ку-
та, тож якщо ми продовжимо одну зi сторiн кута
в 160◦ за його вершину, то отримаємо шуканий
кут у 20◦. /

15. Один з чотирьох кутiв, що утворюються
при перетинi двох прямих, дорiвнює 41◦. Чому
дорiвнюють три iншi кути?

41◦

. Сусiднi кути доповнюють кут у 41◦ до роз-
горнутого, який дорiвнює 180◦, тому вони мiстять
180◦ − 41◦ = 139◦. У свою чергу, щоб доповни-
ти кут у 139◦ до розгорнутого, потрiбний кут у

41◦41◦
139◦

139◦

180◦−139◦ = 41◦. Таким чином, два кути з трьох
дорiвнюють 139◦, а один — 41◦. /

16. У Парижi протягом довгого часу зберiгав-
ся еталон метра (доки метр не почали визначати
через швидкiсть свiтла i одиницi часу), проте ета-
лону градуса там нiколи не було. Як ви вважаєте,
чому?

. Спецiального еталону не треба: будь-яка
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пряма може вважатися еталоном розгорнутого ку-
та. /

При перетинi двох прямих утворюються чо-
тири кути. Якщо два з них мають спiльну сторо-
ну, їх називають сумiжними, якщо не мають —
вертикальними.

ñóìiæíi
êóòè

âåðòèêàëüíi
êóòè17. Сумiжнi кути в сумi утворюють розгорну-

тий кут (180◦). Виведiть звiдси, що вертикальнi
кути рiвнi.

. Мiркуємо як у задачi 15 — кожен з двох
вертикальних кутiв доповнює сумiжний з ними
кут до розгорнутого, отже, вони рiвнi. /

18. На скiльки градусiв повертається за хви-
лину хвилинна стрiлка? Годинна стрiлка?

. За годину хвилинна стрiлка робить цiлий
оберт, за пiвгодини вона повертається на 180◦

(розгорнутий кут). Пiвгодини — це 30 хвилин,
отже, за хвилину вона повертається на 1/30 ча-
стину кута в 180◦, тобто на 180/30 = 6◦.

Годинна стрiлка за годину проходить 1/12 ча-
стину кола, тобто рухається у 12 разiв повiль-
нiше, нiж хвилинна. За хвилину вона повертаєть-
ся на 0,5◦. /

19. Який кут утворюють хвилинна i годинна
стрiлки рiвно о 3 годинi 05 хвилин?

. За п’ять хвилин, що пройшли пiсля третьої
години, хвилинна стрiлка повернеться на 30◦. Але

3

для правильної вiдповiдi треба врахувати, що по-
вернеться i годинна стрiлка. На скiльки? За го-
дину вона повертається на одне годинне дiлення
циферблату, тобто на тi ж 30◦. Отже, за 5 хви-
лин вона повернеться на 1/12 долю вiд 30◦, тобто
на 2,5◦. Тепер легко отримати вiдповiдь: вiд по-
чаткового кута в 90◦ треба вiдняти 30◦ i додати
2,5◦, вийде 62,5◦. /

20. З точки O виходять променi OA, OB, OC,
OD (див. рисунок). Вiдомо, що ∠AOC = ∠BOD.
Доведiть, що ∠AOB = ∠COD.

O

D

C

B

A
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. Якщо вiд рiвних величин вiдняти одне й те
саме — залишаться рiвнi. Тут так i вiдбувається:
вiд рiвних кутiв AOC i BOD ми вiднiмаємо їхнiй
перетин — кут BOC. Залишаються якраз кути
AOB i COD. /

Промiнь, який дiлить кут навпiл, називаєть-
ся його бiсектрисою.

Два променi (або двi прямi), якi утворюють
прямий кут, називають перпендикулярними.

áiñåêòðèñà

21. Доведiть, що бiсектриси двох сумiжних
кутiв перпендикулярнi. Доведiть, що бiсектриси
двох вертикальних кутiв лежать на однiй прямiй.

. Розглянемо два сумiжнi кути, кожен з яких
подiлений бiсектрисою на двi рiвнi частини. Та-
ким чином, розгорнутий кут подiлений на чоти-
ри частини — двi рiвнi половини одного кута i
двi рiвнi половини iншого. Якщо з цих чотирьох
частин залишити тiльки двi (по однiй з кожної
пари рiвних), то вони утворюватимуть половину
розгорнутого кута, тобто прямий кут. Першу ча-
стину задачi розв’язано.

Нехай тепер дано двi прямi, у перетинi яких
утворюється чотири кути. Нам треба довести, що
бiсектриси протилежних (вертикальних) кутiв ле-
жать на однiй прямiй, тобто продовжують одна
одну. Проведемо бiсектриси всiх чотирьох кутiв.
Ми вже бачили, що сусiднi з них утворюють пря-
мий кут. Два прямих кути в сумi дають розгор-
нутий, тож протилежнi бiсектриси дiйсно лежать
на однiй прямiй. /

22. П’ять променiв, якi виходять з однiєї точ-
ки, розрiзають площину на п’ять рiвних кутiв.
Знайдiть величину цих кутiв.

. У сумi цi п’ять кутiв утворюють повне ко-
ло, тобто два розгорнутих кути, 2 × 180◦ = 360◦.
Кожен з них дорiвнює однiй п’ятiй вiд 360◦, тобто
360/5 = 72◦. /

Ця задача i її розв’язок потребують певних комен-
тарiв. Справа в тому, що рiзнi пiдручники геометрiї
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по-рiзному трактують поняття кута. Можна вважати,
що кут — це геометрична фiгура, яка складається з
двох променiв. А можна вважати, що кут — це не самi
променi, а частина площини, яка знаходиться мiж ни-
ми. При такому розумiннi два променi зi спiльною вер-
шиною визначають два кути: вони утворюються, якщо
зробити розрiзи по сторонах. Один з цих кутiв менший,
нiж розгорнутий, а другий бiльший.

При першому пiдходi максимально можлива вели-
чина кута — це 180◦ (розгорнутий кут), при другому —
360◦ (повне коло, яке можна умовно вважати доповнен-
ням до кута в 0◦).

Яке вiдношення це має до попередньої задачi? Ось
яке: якщо ми дозволяємо кути бiльшi за 180◦, то все
просто — кут у 360◦ розрiзаний на 5 рiвних частин,
сума яких дорiвнює 360◦, i т. д. Якщо ж ми не хочемо
говорити про кути, що бiльшi за 180◦, то це мiркування
не пiдходить i треба дiяти трохи складнiше. Проведемо

1 2 3
4

56
7

яку-небудь пряму через задану точку, яка роздiлить
два з п’яти кутiв на частини. Всього вийде 7 частин.
У сумi цi частини дають стiльки ж, скiльки нашi п’ять
кутiв (кожний розрiзаний кут дорiвнює сумi двох його
частин). З iншого боку, цi частини складаються в два
розгорнутих кути, тому в сумi дають 2× 180◦.

23. З точки виходять чотири променi, якi
дiлять площину на чотири кути. При цьому ви-
явилося, що (рахуючи проти годинникової стрiл-
ки) перший кут дорiвнює третьому, а другий —
четвертому. Доведiть, що променi утворюють двi
прямi (продовжуючи один одного).

. Позначимо перший i третiй кути (вони рiвнi)
через α, а другий i четвертий — через β. Тодi
α + β + α + β = 360◦, тобто 2α + 2β = 360◦,
тому 2(α + β) = 360◦, i α + β = 180◦. А кути, якi

αα

β

β

знаходяться поряд i в сумi дають 180◦, утворюють
розгорнутий кут. /

Ще кiлька задач

24. Маємо дерев’яний косинець iз кутом
у 19◦. Як побудувати за його допомогою кут в 1◦?
〈Що буде, якщо вiдкладати кут у 19◦, доки не
вийде повне коло?〉

13



25. Прямий кут роздiлений двома променями
на три кути. Один з них на 10◦ бiльший, нiж
другий, та на 10◦ менший, нiж третiй. Знайдiть
величини кутiв. [Вiдповiдь: 30◦, 20◦, 40◦.]

26. Прямий кут роздiлений двома променями
на три кути. Один з них у два рази менший, нiж
другий, i в три рази менший, нiж третiй. Знайдiть
величини кутiв. [Вiдповiдь: 15◦, 30◦, 45◦.]

27. Опiвднi хвилинна i годинна стрiлки збiгли-
ся. Коли вони сумiстяться наступного разу? [Вiд-
повiдь: Через 12/11 години.]

28. Скiльки разiв упродовж доби годинна i
хвилинна стрiлки збiгаються? Скiльки разiв во-
ни утворюють розгорнутий кут? прямий кут?

29. Через точку на площинi провели 10 пря-
мих, пiсля чого площину розрiзали по цих прямих
на кути. Доведiть, що хоча б один з цих кутiв
менший вiд 20◦. 〈Разом 20 променiв, 20 кутiв
по 20◦ дають 400◦ > 360◦.〉

30. З однiєї точки виходять чотири променi
OA, OB, OC, OD (перерахованi за годиннико-
вою стрiлкою), якi дiлять площину на чотири ку-
ти, три з яких такi: ∠AOB = 45◦, ∠BOC = 90◦,
∠COD = 105◦. Знайдiть четвертий кут AOD.
Знайдiть кути AOC i BOD. [Вiдповiдь: 120◦,
135◦, 165◦ (якщо брати кут, менший вiд 180◦;
якщо ж додавати BOC i COD, то вийде кут у
195◦, бiльший вiд розгорнутого).]

31. З однiєї точки проведенi три променi
OA, OB i OC. Вiдомо, що ∠AOB = 10◦,
∠BOC = 20◦. Чому може дорiвнювати кут AOC?
Укажiть усi можливостi. [Вiдповiдь: 10◦, 30◦.]

32. З однiєї точки проведенi чотири променi
OA, OB, OC i OD. Вiдомо, що ∠AOB = 10◦,
∠BOC = 20◦, ∠COD = 40◦. Чому може дорiв-
нювати кут AOD? Укажiть усi можливостi. [Вiд-
повiдь: 10◦, 30◦, 50◦, 70◦.]

33. Кут AOB дорiвнює 100◦. Промiнь OC про-
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ведений так, що кут AOC на 10◦ бiльший за
кут BOC. Чому дорiвнюють кути AOC i BOC?
(Укажiть усi можливостi.) [Вiдповiдь: 55◦, 45◦;
другий варiант — 135◦, 125◦.]

34. Кут AOB дорiвнює 100◦. Промiнь OC про-
ведений так, що кут AOC у пiвтори рази бiль-
ший за кут BOC. Чому дорiвнюють кути AOC i
BOC? (Укажiть усi можливостi.) [Вiдповiдь: 60◦,
40◦; другий варiант — 156◦, 104◦.]

35. З точки провели чотири променi, що
дiлять площину на чотири кути, якi пронумерува-
ли за годинниковою стрiлкою. Доведiть, що якщо
перший i третiй кути рiвнi, то бiсектриси другого
i четвертого лежать на однiй прямiй.

36. З точки на аркушi паперу провели чоти-
ри променi, якi дiлять площину на чотири ку-
ти. Потiм аркуш розрiзали по бiсектрисах цих
кутiв на чотири частини (якi також є кутами).
Доведiть, що два з цих кутiв утворюють у сумi
180◦, i два iншi — також.

37. Прямий кут подiлений на два кути. Знай-
дiть кут мiж бiсектрисами отриманих кутiв.

38. З паперу вирiзано багато однакових кутiв,
величина яких становить цiле число градусiв.
Вiдомо, що 21 такий кут можна прикласти один
до одного, i вони ще не заповнять усiєї площини,
а 22 вже не вмiстяться. Знайдiть величину кутiв.
[Вiдповiдь: 360/21 > x > 360/22; x = 17◦.]

39. Чи можна намалювати трикутник i точку
всерединi нього, з якої будь-яку сторону видно
пiд прямим кутом? 〈3 × 90 = 270 < 360.〉

40. Бджолинi соти утворенi з однакових ше-
стикутникiв, що прилягають один до одного, при-
чому усi кути в цих шестикутниках рiвнi. Чому
дорiвнюють цi кути?

41. З точки O на площинi виходять чотири
променi OA, OB, OC i OD (перерахованi про-
ти годинникової стрiлки). Вiдомо, що сума кутiв
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AOB i COD дорiвнює 180◦. Доведiть, що бiсек-
триси кутiв AOC i BOD перпендикулярнi.

42. Шматок паперу з прямим краєм перегнули
по прямiй i сплющили (див. рисунок). Як знайти
кут β, якщо вiдомий кут α?

43. Ви хочете намалювати в зошитi прямий
кут, але забули косинець вдома. Як це можна зро-
бити? [Вiдповiдь: Взяти аркуш паперу з прямим
краєм i скласти його навпiл; якщо прямого краю
немає, можна спочатку скласти сам аркуш удвiчi
й потiм учетверо.]

44. Клаптик паперу зiгнули i сплющили, а
потiм розгорнули i вiдмiтили лiнiї згину — чотири
променi, якi утворюють чотири кути. Виявилося,
що два з цих кутiв (сусiднi) дорiвнюють 57◦ i 83◦.
Чому дорiвнюють iншi два кути?
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3. Нерiвнiсть трикутника

Якщо точка B не лежить на вiдрiзку AC,
то вiдстань AC менша, нiж сума вiдстаней
AB i BC.

45. Доведiть, що в трикутнику будь-яка
сторона менша, нiж сума двох iнших сторiн. (Три-

A C

B

ïðÿìèé øëÿõ(A→ C)
êîðîòøèé çà íåïðÿìèé

(A→ B → C)

кутник — фiгура з трьох точок, якi не лежать на
однiй прямiй i з’єднанi вiдрiзками. Точки цi на-
зиваються вершинами, а вiдрiзки — сторонами
трикутника.)

. Насправдi ця задача просто повторює наве-
дене вище твердження: якщо A, B i C — верши-
ни трикутника, AC — одна з його сторiн, а AB
i BC — двi iншi сторони, то якраз i треба дове-
сти, що AC < AB + BC. (Точка B не лежить на A C

B

вiдрiзку AC, оскiльки точки A, B i C не лежать
на однiй прямiй.) /

Тому наведену вище нерiвнiсть (AC <
< AB + BC) так i називають — нерiвнiсть три-
кутника.

Нерiвнiсть трикутника можна сформулювати
й так: AB + BC > AC, причому рiвнiсть дося-
гається в тому й тiльки в тому випадку, коли
точка B лежить на вiдрiзку AC.

46. Вiдстань AB дорiвнює 5, а вiдстань BC
дорiвнює 3. Чи може вiдстань AC дорiвнювати 9?
Чи може вiдстань AC дорiвнювати 1?

. На обидва питання вiдповiдь негативна.
У першому випадку це неможливо, оскiльки AC
не може бути бiльша за AB + BC = 5 + 3 = 8.
У другому випадку справа трохи складнiша, i тре-
ба застосувати нерiвнiсть трикутника до тих са-
мих точок в iншому порядку. Якщо AC = 1, то
вийде, що AC +CB = 3+1 = 4; мiж тим AB = 5.
Виходить, що AB > AC +CB, чого не може бути
(нерiвнiсть трикутника, тiльки точки переймено-
вано). /
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47. На площинi дано чотири точки A, B, C i
D. Доведiть, що AD 6 AB + BC + CD.

. Цю нерiвнiсть можна було б назвати нерiв-
нiстю чотирикутника i прочитати так: сторо-

A

D

C
B

на чотирикутника не бiльша, нiж сума трьох iн-
ших його сторiн. (Або так: ламаний шлях ABCD
не коротший, нiж прямий AD.) Вона є наслiд-
ком нерiвностi трикутника, i щоб побачити це,
достатньо провести у чотирикутнику дiагональ.
Справдi, якщо в сумi AB + BC + CD замiнити
два перших доданки на AC, то за нерiвнiстю три-

A

D

C
B

кутника сума зменшиться (або залишиться тiєю
ж самою, якщо точка B лежить на вiдрiзку AC).
Залишається вдруге застосувати нерiвнiсть три-
кутника i зауважити, що AC + CD > AD.

Повторимо наше мiркування бiльш формаль-
но. За нерiвнiстю трикутника, AB + BC > AC.
Додаючи до обох частин CD, бачимо, що
AB + BC + CD > AC + CD. З iншого боку, за
нерiвнiстю трикутника AC + CD > AD. /

48. Доведiть, що в трикутнику будь-яка
сторона менша, нiж половина периметра (суми
сторiн).

. Тут зручно позначити сторони трикутни-
ка лiтерами a, b та c. Тодi пiвпериметр буде
(a + b + c)/2 i нам треба довести, що сторона
трикутника (нехай a) менша, тобто що

a <
a + b + c

2
.

Зручнiше помножити обидвi частини нерiвностi
на 2 i доводити, що 2a < a+b+c. А це зрозумiло,
оскiльки a < b + c за нерiвнiстю трикутника i
залишається додати a до обох частин. /

49. Доведiть, що в чотирикутнику будь-яка
дiагональ менша, нiж половина периметра (сума
чотирьох сторiн).

. Нехай дiагональ чотирикутника зi сторона-
ми a, b, c, d дорiвнює x (див. рисунок). Вона

a

b c

d

x

розбиває його на два трикутники. Запишемо двi
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нерiвностi для цих трикутникiв:

x < a + b; x < c + d.

Якщо їх додати, вийде, що 2x < a + b + c + d.
Залишається подiлити обидвi частини навпiл. /

50. Дволанковий шарнiр утворений з ланок
довжиною 5 i 3 см, кiнцi яких з’єднанi так, що
можуть обертатися одна вiдносно одної (див. ри-
сунок). Яка вiдстань (мiнiмальна i максимальна)
може бути мiж iншими кiнцями?

. Питання можна сформулювати так: в яких

øàðíið

3

5

границях може змiнюватися вiдстань AC, якщо
AB = 5, BC = 3? Нерiвнiсть трикутника каже,
що AC не може бути бiльшою за AB + BC =
= 5 + 3 =8 см. Це значення досягається, якщо
точки A, B, C лежать на однiй прямiй (у вка-
заному порядку). Отже, максимальне значен-
ня AC є 8. З iншого боку, вiдстань AC не мо-
же бути менша, нiж 2, оскiльки в такому разi
AC + CB було б менше, нiж 2 + 3 = 5, що су-
перечить нерiвностi AC + CB > AB. Мiнiмальне
значення AC = 2 досягається, коли C лежить на
вiдрiзку AB. /

Наочно це можна пояснити так: якщо тягну-
ти за кiнцi шарнiра, намагаючись максимально
розвести їх один вiд одного, то вiн повнiстю роз-
криється, вiдрiзки AB i BC будуть продовжува-
ти один одного i вiдстань AC буде дорiвнювати 8.
Навпаки, якщо ми намагаємося наблизити C до
A наскiльки можливо, то C буде на вiдрiзку AB.
При цьому AC буде дорiвнювати 2.

51. Чотири будинки A, B, C i D розташованi у
вершинах чотирикутника (див. рисунок). Де тре-
ба вирити колодязь X, щоб сума вiдстаней вiд
нього до чотирьох будинкiв була найменшою?

. Якщо дбати тiльки про мешканцiв будинкiв

B

C

D

A ?

A i C, забувши про iнтереси мешканцiв B i D,
то оптимальними будуть точки X на вiдрiзку AC
(i з точки зору суми AX + XC вони всi однако-
во гарнi). Аналогiчним чином, з точки зору суми
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BX + XD оптимальними є точки вiдрiзка BD.
Тому точка перетину AC i BD є оптимальною у

B

C

D

A
всiх вiдношеннях: для неї обидвi суми AX+XC i
BX +XD набувають мiнiмально можливi значен-
ня, а отже, загальна сума AX + BX + CX + DX
також мiнiмальна. /

52. Всерединi трикутника ABC взято точку
D. Доведiть, що AD + DC 6 AB + BC.

. Щоб розв’язати цю задачу, зробимо, як ка-
жуть, додаткову побудову: продовжимо вiдрiзок
AD за точку D до перетину зi стороною BC. На-
звемо точку перетину E. Тепер вiзьмемо AE+ECA

B

C

E

D

як промiжну величину для порiвняння. Шлях
A−B−C довший за шлях A−E−C, адже дiлян-
ка E−C у них спiльна, а AB + BE довший,
нiж AE, за нерiвнiстю трикутника. Далi, шлях
A−E−C довший, нiж шлях A−D−C, оскiльки
дiлянка A−D у них спiльна, а DE + EC > DC.
/

53. Доведiть, що довжина ламаної лiнiї (непе-
рервної лiнiї, що утворена з кiлькох вiдрiзкiв) не
менша, нiж вiдстань мiж її кiнцями. (Таким чи-
ном, прямий шлях завжди коротший, нiж непря-
мий.)

. Будемо спрямляти наш шлях поступово.
Вiзьмемо якусь дiлянку шляху з двох ланок PQ
i QR i замiнимо дiлянку P−Q−R на вiдрiзок
P−R. За нерiвнiстю трикутника шлях скоротить-
ся, а кiлькiсть ланок ламаної зменшиться на 1.
Пiсля кiлькох таких скорочень ми й отримаємо
прямий шлях. /

54. Багатокутник розрiзали по прямiй на двi
частини. Доведiть, що периметр кожної з частин
менший, нiж периметр початкового багатокутни-
ка. (Iншими словами, якщо вiдрiзати вiд папе-
рового багатокутника шматок, зробивши прямий
розрiз, то його периметр зменшиться.)

. Периметр кожної з частин вiдрiзняється
вiд повного периметра початкового багатокутника
тим, що ламана дiлянка шляху замiнена на пря-

20



му. Вiд цього периметр може тiльки зменшитися.
/

Ця задача потребує певного пояснення. Вза-
галi кажучи, пряма може дiлити багатокутник не
на двi частини, а на три або навiть бiльше (див.
рисунок). Такi багатокутники називають неопу-
клими. Але й у цьому разi периметр кожної ча-
стини (за тими ж причинами) не бiльший, нiж
периметр початкового багатокутника.

Можна по-рiзному пояснювати, що таке опу-
клий багатокутник. Ось кiлька варiантiв: бага-
токутник опуклий, якщо

• будь-який вiдрiзок, що з’єднує двi точки
всерединi багатокутника, цiлком лежить у
ньому;

• багатокутник лежить по один бiк вiд будь-
якої прямої, що проведена по його сторонi;

• усi кути в ньому меншi, нiж 180◦;
• його можна вирiзати з паперу, розрiзаючи
його по прямих.

Iнтуїтивно ясно, що всi цi властивостi опи-
сують однi й тi самi багатокутники (як кажуть
математики, еквiвалентнi), але строго довести
це (i навiть сформулювати) зовсiм не просто.

55. Один опуклий багатокутник лежить все-
рединi iншого. Доведiть, що периметр внутрiш-
нього багатокутника менший, нiж периметр зов-
нiшнього.

. Внутрiшнiй багатокутник можна вирiзати
з зовнiшнього, проводячи розрiзи по сторонах.
Кожний з таких розрiзiв вiдтинає вiд багатокут-
ника, що залишається, шматок i (як ми бачили
в задачi 54) зменшує периметр, доки зрештою не
вийде внутрiшнiй багатокутник. /

Ще кiлька задач

56. Чи може в трикутнику сторона бути вдвiчi
бiльша за другу сторону i вдвiчi менша за третю?
[Вiдповiдь: x/2 + x < 2x, нi.]

57. Триланковий шарнiр утворений з ланок
довжиною 2, 5 i 8 см. Яка вiдстань (мiнiмаль-
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на i максимальна) може бути мiж його кiнцями?
[Вiдповiдь: 1, 15.]

58. Доведiть, що в чотирикутнику сума дiаго-
налей менша, нiж периметр (сума сторiн).

59. Всерединi трикутника ABC взято точку
X. Доведiть, що сума вiдстаней XA + XB + XC
не менша, нiж половина периметра трикутника.
〈Скористайтеся нерiвнiстю XA + XB > AB i
аналогiчними.〉

60. Один опуклий чотирикутник знаходиться
всерединi iншого. Чи може сума дiагоналей вну-
трiшнього чотирикутника бути бiльша, нiж сума
дiагоналей зовнiшнього? 〈Може, особливо якщо
в зовнiшнього одна дiагональ довга, а iнша —
коротка.〉

61. Твердження задачi 52 є простим наслiд-
ком задачi 54. Чому? 〈Менший трикутник можна
отримати з бiльшого, вiдрiзавши шматок двiчi.〉

62. Чи може пряма перетинати всi сторони
неопуклого 4-кутника? [Вiдповiдь: Так.]

63. Чи може пряма перетинати всi сторони
неопуклого 5-кутника? 〈Нi: ми не можемо п’ять
разiв перейти пряму канаву й повернутися в по-
чаткову точку.〉

64. Двi черепахи, ведуча та ведена, повзуть
по площинi з A до B. Вони повзуть по черзi: спо-
чатку ведуча проповзає якусь вiдстань, потiм ве-
дена проповзає якусь вiдстань по прямiй у бiкA B

ведучої, потiм ведуча знов повзе кудись, потiм
ведена повзе у бiк ведучої, i так далi. Нарештi,
обидвi вони доповзають до B. Покажiть, що ве-
дена черепаха проповзла не бiльше, нiж ведуча.
〈Величина (шлях першої черепахи) – (шлях дру-
гої черепахи) – (вiдстань мiж черепахами) може
тiльки збiльшуватися.〉

Твердження цiєї задачi сформулював (без доведен-
ня) Лев Толстой («Вiйна i мир», том 4): «...ще одна при-
чина для уповiльнення руху вiйськ та для вичiкуван-
ня поставала перед Кутузовим. Мета росiйських вiйськ
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була — просування за французами. Шлях французiв
був невiдомий, i тому, чим ближче йшли нашi вiйсь-
ка слiдом за французами, тим бiльше вони проходили
дороги. Тiльки йдучи на певнiй вiдстанi, можна було
найкоротшим шляхом перетинати зигзаги, якi робили
французи.»3

65. По один бiк вiд прямої розташовано двi
точки A i B на рiзних вiдстанях вiд неї. Як знай-
ти на прямiй точку X, для якої рiзниця мiж вiд-
станями до цих двох точок максимальна?

3Переклад з росiйської О. Кундзича. Наводиться за видан-
ням: Л. М. Толстой. Вiйна i мир / Київ: Держ. вид. худ. лiт.,
1953.

23



4. Рiвнi фiгури

Двi геометричнi фiгури (трикутники, чоти-
рикутники та iн.) вважаються рiвними, якщо
вони мають однакову форму i розмiр, тобто
якщо вони можуть бути сумiщенi одна з одною
накладанням. При цьому фiгуру дозволяється
перевертати, тож, наприклад, лiтери R та Я вва-
жаються рiвними.

66. Куточок, що утворений з 3 квадратикiв,
можна розрiзати на 2, 3 i на 4 рiвнi частини. Як
це зробити?

. На двi рiвнi частини розрiзати легко: достат-
ньо з’єднати кути (див. рисунок). Ще простiше
розрiзати на три рiвнi частини — на три квадра-
тики.

Складнiше розрiзати куточок на 4 рiвнi ча-
стини, але й це можливо: вийде чотири меншi
куточки (див. рисунок). /

Двi фiгури, якi є рiвними третiй, рiвнi мiж
собою.

67. Як за допомогою цiєї властивостi пе-
ревiрити рiвнiсть фiгур на двох рисунках у книж-
цi (не вирiзаючи фiгур iз книжки)?

. Змалювати один рисунок на прозору плiвку
(кальку) i порiвняти з iншим. /

68. Розрiжте трикутник на рисунку на 4 рiвнi
трикутники.

. Достатньо з’єднати мiж собою середини йо-
го сторiн. /

69. Розрiжте квадрат на рисунку на чотири
рiвнi частини так, щоб кожна з них мiстила по
одному заштрихованому квадратику.

. Див. рисунок. /
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Ще кiлька задач

70. Розрiжте фiгуру на рисунку на двi рiвнi
частини. А як розрiзати її на три рiвнi частини?
(Лiнiї розрiзу не зобов’язанi проходити по сторо-
нах клiтинок.)

71. Символ iнь-ян складається з двох рiвних
фiгур — бiлої i чорної. Разом вони утворюють
круг. Як розрiзати одну з цих фiгур на 7 рiвних
частин? (Якщо ви здогадалися, як це зробити, то
легко розрiжете її на будь-яке число рiвних ча-
стин.)

72. Деякi фiгури можна покласти на своє мiс-
це кiлькома способами (наприклад, трикутник на
рис. (a) можна залишити як є, а можна повернути
навколо вертикальної осi — всього два способи),
деякi — тiльки одним (b). Скiлькома способами
можна покласти на мiсце фiгури рисункiв (c), (d),
(e), (f)?

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

73. Квадрат можна розрiзати на двi рiвнi ча-
стини багатьма способами. Два способи показано
на рисунку (по дiагоналi та по лiнiї, що з’єднує
середини протилежних сторiн). Як ще можна про-
вести пряму, щоб розрiзати квадрат на двi рiвнi
частини?

74. Проведiть на рисунку пряму, яка роздiлить
на двi рiвнi частини i квадрат, i круг.

75. Розрiжте фiгуру на рисунку на двi рiвнi
частини.
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5. Ознаки рiвностi
трикутникiв

У рiвних трикутникiв рiвнi (вiдповiднi) сто-
рони i кути.

Щоб переконатися в рiвностi двох трикут-
никiв, не треба звiряти всi сторони i кути —
можна скористатися однiєю з ознак рiвностi
трикутникiв.

Перша ознака: за двома сторонами i ку-
том мiж ними. Трикутники ABC i A1B1C1 рiв-
нi, якщо AB = A1B1, AC = A1C1 i ∠BAC =
= ∠B1A1C1.

Друга ознака: за стороною i прилегли-
ми до неї двома кутами. Трикутники ABC i
A1B1C1 рiвнi, якщо AB = A1B1, ∠A = ∠A1,
∠B = ∠B1.

Третя ознака: за трьома сторонами. Три-
кутники ABC i A1B1C1 рiвнi, якщо AB =
= A1B1, AC = A1C1, BC = B1C1.

На рисунках показано тi елементи трикутника

A B

C

A B

C

A B

C

(сторони i кути), якi потрiбно звiряти, щоб ско-
ристатися цими ознаками рiвностi трикутникiв.

Наочне пояснення, чому цi ознаки правильнi, зов-
сiм просте для першої та другої ознак i трохи склад-
нiше для третьої.

Перша ознака. За припущенням кути A i A1 рiв-
нi. Сумiстимо їх один з одним так, щоб вiдрiзок AB
йшов уздовж A1B1, а AC — вздовж A1C1. Оскiльки
AB = A1B1, то точки B i B1 при такому накладаннi

C, C1

B, B1A, A1

сумiстяться. Аналогiчно точки C i C1 теж сумiстяться.
Отже, всi три вершини трикутникiв сумiстяться.

Друга ознака. Накладемо сторону AB на рiвну їй
сторону A1B1, причому так, щоб точка A наклалася на
A1, точка B наклалася на B1, а точки C i C1 опинили-
ся по один бiк вiд AB. Тодi в силу рiвностi кутiв A i A1

пряма AC накладеться на A1C1. З аналогiчних причинB, B1A, A1

C, C1

пряма BC накладеться на B1C1. Отже, точка C, в якiй
перетинаються прямi AC i BC, накладеться на точку
C1, i трикутники сумiстяться.
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Для третьої ознаки нам знадобиться допомiжне
зауваження: якщо в трикутнику двi сторони рiвнi, то i
протилежнi їм кути рiвнi. (Такий трикутник називають
рiвнобедреним.) Справдi, нехай у трикутнику ABC
сторони AB i AC рiвнi. Перевернемо його так, щоб B C

A

точка A наклалася на себе, але сторона AB пiшла по
AC i навпаки. Оскiльки AB = AC, то точка B накла-
деться на точку C i навпаки. Отже, кут B сумiститься
з кутом C, тобто вони рiвнi.

Тепер вже можна перейти до третьої ознаки рiв-
ностi трикутникiв. Прикладемо трикутники ABC i
A1B1C1 один до одного сторонами AB i A1B1 так, щоб
C i C1 опинилися по рiзнi боки. Трикутники ACC1 i
BCC1 рiвнобедренi, тому однаково позначенi на рисун-
ку кути є рiвними. Додавши їх, отримаємо, що кути C
i C1 рiвнi, залишається скористатися першою ознакою.

Цi пояснення не є «строгим доведенням», як ка-

A

C

B
A1

C1

B1

жуть математики, проте вони досить переконливi.

76. У чотирикутнику точка перетину дiаго-
налей дiлить кожну з них навпiл. Доведiть, що
протилежнi сторони цього чотирикутника рiвнi.

. Нехай ABCD — даний чотирикутник, а O —
точка перетину його дiагоналей. Позначимо на
рисунку пари рiвних за умовою вiдрiзкiв — од- A

B C

D

O

ну пару одинарною рискою, iншу — подвiйною.
Крiм того, позначимо вертикальнi (i, отже, рiвнi)
кути AOB i COD. Тепер є всi умови для засто-
сування першої ознаки рiвностi до трикутникiв
AOB i COD (двi сторони i кут мiж ними). З рiв-
ностi цих трикутникiв виводимо, що AB = CD.
Розглянувши два iнших трикутники (якi?), ана-
логiчним чином переконуємося, що BC = AD.
/

77. На продовженнi сторони AB трикутни-
ка ABC за точку A взято точку D, причому
AD = AB. На продовженнi сторони AC трикут- D

E B
5

C
A

ника ABC за точку A взято точку E, причому
AE = AC. Знайдiть вiдстань мiж точками D i E,
якщо BC = 5.
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. Ця задача розв’язується майже так само, як
попередня. За умовою в трикутниках ABC i ADE
(в якому треба провести ще сторону ED) є рiв-
ними по двi сторони: AB = AD, AC = AE. Кути
BAC i DAE є вертикальними, i тому теж рiв-
нi. За першою ознакою рiвнi й трикутники, тож
ED = BC = 5. /

78. У трикутнику ABC медiана AM (вiдрiзок,
який з’єднує вершину A з серединою M сторо-
ни BC) продовжена за точку M на вiдстань, що
дорiвнює AM . Знайдiть вiдстань вiд отриманої

A

C N

5

4

B
M

точки до точок B i C, якщо сторони AB i AC
дорiвнюють вiдповiдно 5 i 4.

. Нехай N — кiнець медiани, що продовже-
на, тож N лежить на продовженнi AM за точку
M i AM = MN . Тодi в чотирикутнику ABNC
дiагоналi дiляться точкою перетину навпiл, от-
же можна послатися на вже розв’язану задачу i
побачити, що протилежнi сторони чотирикутника
рiвнi, тобто NB = AC = 4, NC = AB = 5. /

79. Доведiть, що в довiльному трикутнику
ABC медiана AM не перевищує пiвсуми сторiн
AB i AC.

. Нам треба довести, що подвоєна медiана не
перевищує суми AB + AC. У попереднiй задачi
якраз була побудована подвоєна медiана AN , яка
була стороною трикутника ABN , двi iншi сторо-
ни якого AB i BN = AC. Залишається послатися
на нерiвнiсть трикутника. /

80. Користуючись першою ознакою рiвностi
трикутникiв, доведiть, що в двох рiвних трикут-
никах медiани, проведенi до вiдповiдних сторiн,
рiвнi.

. Нехай ABC i A′B′C ′ — цi трикутники (рiв-
нi сторони й кути позначено однаковими лiте-
рами), AM i A′M ′ — медiани, що проведенi в
них (тож M — середина BC, а M ′ — сере-
дина B′C ′). Подивимось на трикутники ABM i

A

B M

C

A′

B′
M ′

C′

A′B′M ′. У них рiвнi кути B i B′, сторони AB i

28



A′B′, а також сторони BM i B′M ′ (як половини
рiвних сторiн BC i B′C ′). Тому цi трикутники
рiвнi за першою ознакою, i вiдповiднi сторони (в
тому числi тi, що є медiанами) рiвнi.

Зауважимо, що ми з тим же успiхом могли б
використовувати трикутники AMC i A′M ′C ′. /

81. Користуючись другою ознакою рiвностi
трикутникiв, доведiть, що в двох рiвних трикут-
никах бiсектриси, що дiлять вiдповiднi кути на-
впiл, рiвнi.

. (У задачi йде мова, звiсно, про вiдрiзки бi-
сектрис до протилежної сторони.) Нехай AD i
A′D′ — такi вiдрiзки. Дотримуючись розв’язання
попередньої задачi, розглянемо трикутники ABD
i A′B′D′ — в них рiвнi сторони AB i A′B′, а та-
кож кути B i B′. Крiм того, кут DAB дорiвнює
куту D′A′B′, оскiльки вони становлять половини

A

B D

C

A′

B′
D′

C′

рiвних кутiв CAB i C ′A′B′. Залишається скори-
статися другою ознакою рiвностi трикутникiв. /

82. У чотирикутнику протилежнi сторони по-
парно рiвнi. Доведiть, що протилежнi кути в ньо-
му рiвнi. (Такi чотирикутники називаються пара-
лелограмами, i ми до них ще повернемося).

. Нехай ABCD — такий чотирикутник. Про-
ведемо в ньому дiагональ, наприклад, AC. Во-
на розiб’є його на два трикутники ABC i ADC,
до яких можна застосувати третю ознаку рiвностi A

B C

D

трикутникiв — сторона AC у них спiльна, а двi
iншi пари сторiн рiвнi за умовою. Отже, рiвнi й
усi кути, зокрема, i кути B i D.

Аналогiчне мiркування (з якими трикутника-
ми?) показує, що кути A i C рiвнi. /

83. Три балки з’єднанi болтами по кiн-
цях (див. рисунок). Отримана конструкцiя бу-
де жорсткою, хоча навколо болтiв балки можуть
провертатися. Яка ознака рiвностi трикутникiв є
тому причиною?

. Балки є сторонами трикутника, а болти —
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його кутами. Можливiсть обертання в точках
крiплення означає, що кути трикутника не фiк-
сованi. Зате довжини сторiн — вiдстанi мiж отво-
рами в балках — змiнюватися не можуть, i третя
ознака рiвностi трикутникiв гарантує, що кути
теж змiнюватися не можуть. /

84. Чи є правильним таке твердження: якщо
в двох чотирикутниках ABCD i A′B′C ′D′ вiд-
повiднi сторони рiвнi (AB = A′B′, BC = B′C ′ i
т. д.), то чотирикутники рiвнi?

. Згадуючи попередню задачу, можна сформу-
лювати питання так: чи буде жорстким шарнiрний
чотирикутник? Одразу ясно, що нi — взявшись
руками за протилежнi вершини, можна зсовувати
їх i розсовувати. На рисунку показанi два поло-
ження шарнiрiв — два рiзних чотирикутники з
вiдповiдно рiвними сторонами. /

Усi три ознаки рiвностi трикутникiв мають
один i той самий загальний вигляд: трикутник
визначається деякими трьома елементами одно-
значно. (У першiй ознацi це двi сторони i кут мiж
ними, у другiй — сторона i два прилеглих кути,
в третiй — три сторони.) Проте не слiд думати,
що цi три елементи можуть бути будь-якими. На-
приклад, ми побачимо далi, що три кути не визна-
чають трикутник однозначно — бувають трикут-
ники однакової форми, але рiзного розмiру (див.
рисунок). Такi трикутники називають подiбними,
i ми до них ще повернемося.

Хитрiший приклад, коли трикутник не визна-
чається трьома елементами, дає наступна задача:

85. Наведiть приклад трикутникiв ABC i
A1B1C1, в яких AB = A1B1, AC = A1C1,
∠ABC = ∠A1B1C1, але якi, проте, не є рiвни-
ми.

Ця задача показує, що в ознацi рiвностi три-
кутникiв «за двома сторонами i кутом мiж ними»
не можна пропустити слова мiж ними: якщо рiв-
ними є кути, що протилежнi двом рiвним сторо-
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нам, це не гарантує рiвностi трикутникiв.

. Намалюємо гострий кут з вершиною B. На
однiй сторонi вiзьмемо якусь точку A. На iншiй
сторонi за допомогою циркуля знайдемо двi точки
C i C1 на рiвнiй вiдстанi вiд A. Тодi трикутники
ABC i ABC1 будуть шуканими. /

B

A

C1C

Ще кiлька задач

86. Дiагональ дiлить опуклий чотирикутник
на два рiвних трикутники. Доведiть, що iнша дiа-
гональ дiлить чотирикутник або на два рiвних
трикутники, або на два рiвнобедрених трикутни-
ки.

87. У чотирикутнику ABCD проведено дiаго-
наль AC. Виявилося, що «перехреснi» кути при
цiй дiагоналi рiвнi: ∠BAC = ∠ACD, ∠CAD = A

B C

D

= ∠ACB. Доведiть, що протилежнi сторони чо-
тирикутника рiвнi.
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6. Рiвнобедренi трикутники

Трикутник називають рiвнобедреним, якщо
двi його сторони рiвнi. Цi рiвнi сторони нази-
вають бiчними сторонами трикутника, а третю
сторону — його основою.

Слова «основа» i «бiчнi сторони» створюють
враження, що основа повинна бути обов’язково
нижньою (на рисунку) стороною трикутника, а
бiчнi сторони повиннi бути лiворуч i праворуч.
Але математичнi термiни, взятi зi звичайної мо-
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ви, часто змiнюють значення, i означають тiльки
те, що написано в означеннi (а зовсiм не те, що
розумiє пiд цим нормальна людина у звичайно-
му життi). У даному випадку вимагається лише
рiвнiсть бiчних сторiн, тож основа цiлком може
бути, скажiмо, вертикальною.

У рiвнобедреному трикутнику кути при
основi рiвнi.

Якщо в трикутнику кути при основi рiвнi,
то вiн рiвнобедрений.

Цi два твердження можна сформулювати так: ку-
ти, протилежнi до рiвних сторiн трикутника, є рiвни-
ми; сторони, протилежнi до рiвних кутiв трикутника, є
рiвними.

Їх можна розглядати як окремi випадки двох пер-
ших ознак рiвностi трикутникiв i пояснити тим же спо-
собом.

Перше: якщо трикутник ABC рiвнобедрений i
(скажiмо) AB = AC, то перевернемо його i накладемо
на себе так, щоб точка A залишилася на мiсцi, а сторо-
на AB пiшла по AC — тодi AC пiде по AB. Оскiльки
AB = AC, то точки B i C накладуться одна на одну.
(Це мiркування ми вже наводили, говорячи про третюB C

A

ознаку рiвностi трикутникiв.)

Друге: перевернемо трикутник i накладемо BC на
себе так, щоб B наклалася на C i навпаки. Ми при-
пускаємо, що кути при основi рiвнi, тому бiчнi сторони
накладуться на себе, i точка їхнього перетину — вер-
шина A — залишиться на мiсцi.

32



88. У рiвнобедреному трикутнику проведено
медiану, що з’єднує середину основи з протилеж-
ною вершиною. Доведiть, що ця медiана є висо-
тою (перпендикулярна до основи) i бiсектрисою
(дiлить кут навпiл).

. Позначимо наш трикутник через ABC
(основа BC, бiчнi сторони AB i AC). Медiана
AM з’єднує вершину A з серединою основи BC.
Вона дiлить трикутник на двi половини ABM
i ACM . Легко бачити, що цi половини рiвнi за
третьою ознакою (одна сторона спiльна; двi iн-

A

B C
M

шi рiвнi, тому що трикутник рiвнобедрений; па-
ра, що залишилася, — тому що медiана дiлить
основу навпiл). Отже, кути при вершинi A рiв-
нi (медiана є бiсектрисою). Кути при вершинi M
теж рiвнi i разом становлять 180◦, тому кожен з
них дорiвнює 90◦. Отже, медiана є висотою. /

89. Доведiть, що в рiвнобедреному трикут-
нику ABC (де AB = AC) бiсектриса кута при
вершинi (A) є висотою, тобто перпендикулярна
до сторони BC, i медiаною, тобто дiлить сторону
BC навпiл.

. Позначимо цю бiсектрису через AM . Три-
кутники AMB i AMC мають рiвнi кути при вер-
шинi A (означення бiсектриси) i двi пари рiв-
них сторiн, що утворюють цi кути (одна сторона
спiльна, двi iншi рiвнi, оскiльки трикутник рiвно-
бедрений). Отже, за першою ознакою вони рiвнi.

A

B C
M

Зокрема, рiвними є сторони MB i MC, тобто бi-
сектриса є медiаною. Крiм того, рiвними є кути
при вершинi M , якi в сумi дорiвнюють 180◦, от-
же, кожен з них дорiвнює 90◦, тож бiсектриса є
висотою. /

Втiм, якщо придивитися, то ця задача в точ-
ностi збiгається з попередньою. Там ми повиннi
були довести, що в рiвнобедреному трикутнику
медiана є бiсектрисою, а зараз — що бiсектриса є
медiаною. Тобто в обох випадках треба було до-
вести, що бiсектриса i медiана збiгаються, тiльки
сформульовано це було по-рiзному. (I ще треба
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було довести, що цi збiжнi бiсектриса i медiана
перпендикулярнi до основи.)

90. У трикутнику ABC медiана AM , яка
з’єднує точку A з серединою M сторони BC,
є висотою, тобто перпендикулярна до сторони
BC. Доведiть, що трикутник ABC рiвнобедре-
ний: сторони AB i AC рiвнi.

. Подивимося на трикутники ABM i ACM .
В них кути при вершинi M прямi за умовою,
BM = CM , а сторона AM — спiльна. Отже, за
першою ознакою рiвностi трикутникiв вони рiвнi.
Зокрема, рiвними є сторони, протилежнi прямому

A

B C
M

куту: AB = AC. /

91. У трикутнику ABC медiана AM , що
з’єднує точку A з серединою M сторони BC, є бi-
сектрисою кута A. Доведiть, що трикутник ABC
рiвнобедрений: сторони AB i AC рiвнi.

. Якщо спробувати мiркувати як у поперед-
нiй задачi, то можна помiтити, що в трикутниках
BMA i CMA рiвними є по двi сторони i по одно-
му куту. Але кут цей не лежить мiж сторонами,
отже ознаки рiвностi трикутника тут не допома-
гають (див. задачу 85).

Тож ця задача складнiша за попередню i для
її розв’язання знадобиться, як кажуть, додат-
кова побудова. Ця побудова часто застосовуєть-

A

B C
M

N

ся, коли в задачi йде мова про медiану (ми вже
зустрiчалися з нею в задачi 78).

Продовжимо медiану AM за точку M на вiд-
стань, що дорiвнює її довжинi, i отримаємо точ-
ку N , яку з’єднаємо з точкою B. Ми вже ба-
чили, що трикутник BMN є рiвним трикутнику
CMA по двом сторонам i куту мiж ними (ку-
ти при вершинi M є вертикальними, BM = MC
за умовою, AM = MN за побудовою). Зокре-
ма, кут BNM дорiвнює куту CAM , i тим са-
мим куту BAM . Отже, в трикутнику ABN кути
при сторонi AN рiвнi, i тому вiн рiвнобедрений:
AB = BN . Але BN = AC (з рiвностi трикут-
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никiв BNM i CMA), тож AB = AC, що й треба
було довести. /

Серединним перпендикуляром до вiдрiзка
називається пряма, що перпендикулярна вiдрiз-
ку i проходить через його середину.

92. Доведiть, що будь-яка точка серединно-
го перпендикуляра до вiдрiзка AB рiвновiддалена
(знаходиться на однаковiй вiдстанi) вiд точок A i
B.

. Нехай M — середина вiдрiзка AB, i
X знаходиться на серединному перпендикулярi.
З’єднаємо X з точками A i B. У трикутниках
AMX i BMX два кути прямi, одна сторона
(MX) спiльна, а AM = MB. Тому цi трикутники
рiвнi за першою ознакою, зокрема, AX = XB. /

X

A B
M

По сутi, ми повторили мiркування про те, що
якщо медiана є висотою, то трикутник рiвнобед-
рений.

93. Доведiть, що будь-яка точка, рiвновiдда-
лена вiд точок A i B, лежить на серединному
перпендикулярi до вiдрiзка AB.

. Нехай точка X рiвновiддалена вiд точок A
i B. З’єднаємо її з цими точками, вийде рiвно-
бедрений трикутник AXB. З’єднаємо точку X
з серединою сторони AB, яку ми позначимо M .
Вийде медiана XM цього рiвнобедреного трикут-
ника, яка, як ми знаємо, є висотою. Отже, XM є

X

A B
M

серединним перпендикуляром до AB (i точка X
на ньому лежить). /

За допомогою цiєї задачi можна пояснити та-
ке спостереження: якщо папiрець скласти вдвiчi,
а потiм розгорнути, то лiнiя згину буде прямою.
Проколемо складений папiрець голкою i позна-
чимо точки проколу на розгорнутому папiрцi (A i
B). Покажемо, що всi точки лiнiї згину лежать на
прямiй — серединному перпендикулярi до вiдрiз-
ка AB. Справдi, для будь-якої точки X на згинi
вiдрiзки XA i XB рiвнi: адже при згинi вони
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сумiщаються. Залишається скористатися щойно
розв’язаною задачею.

94. Рiвнобедрений трикутник роздiлений на
два вiдрiзком, що з’єднує вершину з деякою точ-
кою основи. Доведiть, що в цих трикутниках
можна знайти двi рiвнi пари сторiн i рiвну пару
кутiв.

. Рiвнi пари сторiн — це двi бiчнi сторони рiв-
нобедреного трикутника, а також двi сторони, що
примикають одна до одної по лiнiї розрiзу. Рiвнi
кути — кути при основi рiвнобедреного трикут-
ника. /

Ця задача нагадує, що в першiй ознацi рiв-
ностi трикутникiв важливо, щоб рiвнi кути знахо-
дилися мiж вiдповiдно рiвними сторонами. (Пор.
задачу 85 у попередньому роздiлi.)

Ще кiлька задач

95. В опуклому чотирикутнику ABCD двi па-
ри сторiн рiвнi: AB = BC, AD = DC. Доведiть,
що його дiагоналi перпендикулярнi. 〈З’єднайте
вершини B i D з серединою дiагоналi AC.〉

96. Доведiть, що в рiвнобедреному трикутни-A

C

B D

ку медiани, проведенi до його бiчних сторiн, рiвнi.

97. Доведiть, що в рiвнобедреному трикутни-
ку бiсектриси, проведенi до його бiчних сторiн,
рiвнi.

98. Усi чотири сторони чотирикутника рiвнi.
Доведiть, що його дiагоналi дiлять його на чотири
рiвних трикутники i перетинаються пiд прямим
кутом.

99. У трикутнику медiана дорiвнює половинi
сторони, до якої вона проведена. Доведiть, що
в цьому трикутнику один з кутiв дорiвнює сумi
двох iнших. (Згодом ми дiзнаємося, що сума
кутiв трикутника дорiвнює 180◦, тому такий три-
кутник буде прямокутним.)
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7. Коло

Точки, що лежать на заданiй вiдстанi вiд
заданої точки (центра) утворюють коло. Вiд-
стань цю називають радiусом кола. Вiдрiзок,
що з’єднує центр кола з будь-якою з його то-
чок, також називають радiусом. Круг — це коло
разом з усiма точками всерединi нього.
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100. Центр кола i довiльнi двi точки на ньому
є вершинами рiвнобедреного трикутника.

. Це — зовсiм проста задача: двi сторони от-
риманого трикутника є радiусами i тому рiвнi. /

101. Точка X лежить всерединi трьох кiл
радiуса 1. Доведiть, що їхнi центри можна на-
крити кругом радiуса 1.

. Намалюємо круг радiуса 1 з центром у
точцi X (на рисунку зображений пунктиром). За
умовою точка X лежить всерединi кiл. Отже, вiд-
стань вiд X до центрiв кiл менша за 1. Тому цi
центри попадуть всередину намальованого круга.
/

102. Два кола мають радiуси 3 i 5, вiдстань
мiж їхнiми центрами дорiвнює 9. Чи будуть вони
перетинатися? Те ж саме питання, якщо вiдстань
мiж їхнiми центрами дорiвнює 1.

. Перетину не буде. В першому випадку: якби
X була спiльною точкою двох кiл, то вiдстанi до
центрiв вiд X були б 3 та 5, i за нерiвнiстю три-
кутника вiдстань мiж центрами була б не бiльша,

3 5

нiж 8.

У другому випадку менше коло лежить цiл-
ком всерединi бiльшого. Впевнитися у вiдсутностi
точок перетину знов можна за допомогою нерiв-
ностi трикутника: якби X була точкою перети-
ну, то вiдстань до центра меншого кола була б 3,
вiдстань мiж центрами 1, отже, вiдстань до цен-

1
3

5
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тра бiльшого кола була б не бiльша, нiж 4 (а вона
дорiвнює 5). /

103. Два села знаходяться на вiдстанi 3 кiло-
метра. Намалюйте, де можна влаштувати пiкнiк,
якщо вимагається, щоб (а) вiдстань до найближ-
чого села була не бiльша за 2 кiлометри; (б) вiд-
стань до будь-якого села була не бiльша за 2 кiло-
метри.

. Для кожного села є свiй круг — у ньому
знаходяться точки, до яких вiд села не бiльше
2 кiлометрiв. У пунктi (а) нам пiдходять точки
будь-якого круга, i вiдповiддю є (як кажуть ма-
тематики) об’єднання кругiв. У задачi (б) нам
пiдходять лише точки, що попадають в обидва
круга, i вiдповiддю буде перетин кругiв. /

Хордою називається вiдрiзок, що з’єднує двi
точки кола. Хорда, яка проходить через центр
кола, називається дiаметром.
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104. Довжина хорди не перевищує подвоєного
радiуса кола (i дорiвнює йому, тiльки якщо хорда
є дiаметром).

. З’єднаємо кiнцi хорди з центром кола. Вий-
де трикутник, що утворений двома радiусами i
хордою. За нерiвнiстю трикутника хорда не пере-
вищує суми двох iнших сторiн, тобто подвоєного
радiуса. Рiвнiсть можлива, якщо трикутник пе-
ретворюється на вiдрiзок, тобто якщо центр кола
лежить на хордi. (А така хорда називається дiа-
метром.) /

Дiаметром кола називають не тiльки хорду,
що проходить через його центр, але й її довжину.
Дiаметр (як хорда) складається з двох радiусiв
(вiдрiзкiв), тому дiаметр кола (як число) дорiв-
нює подвоєному радiусу (як числу).

Тепер твердження задачi 104 можна прочитати
так: довжина будь-якої хорди кола не перевищує
дiаметра кола.

105. Доведiть, що вiдрiзок, який з’єднує сере-
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дину хорди з центром кола, є перпендикулярним
до хорди.

. Цей вiдрiзок є медiаною рiвнобедреного три-
кутника, що утворений двома радiусами i хордою,
i тому є його висотою. /

Ще кiлька задач

106. На великому полi є вузька пряма кана-
ва довжиною 500 метрiв. Турист стоїть на березi
канави на вiдстанi 200 метрiв вiд її кiнця (i 300
метрiв вiд iншого кiнця). Намалюйте частину по-
ля, до якої вiн може потрапити, якщо пройде не
бiльш нiж 400 метрiв (i не переходитиме канави).
〈Ця область обмежена дугами (частинами) кiл.〉

107. Кiльцеве шосе має форму прямокутника
зi сторонами 5 i 7 км. Турист хоче поставити на-
мет так, щоб вiдстань вiд стоянки до найближчої
точки шосе була не менша за кiлометр. Намалюй-
те область можливих положень намету.

108. Два кола рiзних радiусiв з центрами O1

i O2 перетинаються в точках C i D. Доведiть, що
пряма O1O2 перпендикулярна до вiдрiзка CD i
дiлить його навпiл. 〈Обидвi точки O1 i O2 лежать
на серединному перпендикулярi до CD.〉

109. Доведiть, що вiдстань мiж двома точ-
ками всерединi круга не бiльша за дiаметр кру-
га. 〈Вiдрiзок, який з’єднує цi точки, є частиною
хорди.〉

110. Доведiть, що хорда кола утворює рiвнi
кути з радiусами, якi проведенi до її кiнцiв.

111. Поглянувши навколо себе, ми побачи-
мо досить багато кiл. Чи можете ви придумати
правдоподiбне пояснення, чому (або для чого) є
круглими (а) колеса у велосипеда; (б) кола на
водi; (в) мiсяць на небi; (г) крапля в повiтрi;
(д) кришки каналiзацiйних люкiв; (е) стовбури
дерев; (є) монети; (ж) грампластинки i компакт-
диски; (з) рулони туалетного паперу; (и) кришки
вiд банок, якi закручуються; (i) веселка на небi?
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Не засмучуйтесь, якщо не можете — iнодi по-
яснення потребує доброго знання фiзики, а iнодi
є кiлька правдоподiбних варiантiв, i важко обрати
один з них.

112. Дано двi (рiзнi) точки A i B. Де може
знаходитись точка C, якщо вiдомо, що трикутник
ABC рiвнобедрений (має двi рiвнi сторони)?
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8. Побудови циркулем i
лiнiйкою

За допомогою лiнiйки можна проводити пря-
му через двi данi точки. За допомогою циркуля
можна будувати коло з даним центром i даним
радiусом. Пiсля цього можна позначати точки
перетину побудованих прямих i кiл i використо-
вувати їх у подальших побудовах.

113. Вiдкладiть вiд заданої точки A на заданiй
прямiй l вiдрiзок, рiвний даному.

. Для цього достатньо циркуля: встановимо
розхил циркуля рiвним довжинi даного вiдрiзка
i побудуємо коло такого радiуса з центром в A.
Воно перетне пряму l у двох точках, назвемо їх
B i C. Вiдрiзки AB та AC i будуть шуканими. AB C

Якби на лiнiйцi були подiлки (або хоча б мож-
на було робити олiвцем позначки), то циркуль не
знадобився. Але для нас лiнiйка — це можливiсть
проводити пряму через двi данi точки, i не бiльше
того.

114. Дано трикутник ABC i вiдрiзок A′B′,
рiвний вiдрiзку AB. Побудуйте трикутник A′B′C ′,
рiвний трикутнику ABC.

. Положення точок A′ i B′ нам данi. Треба
знайти точку C ′. Вiдстань вiд неї до точки A′

вiдома: вона дорiвнює AC. Отже, точка C ′ ле-

A
B

C

жить на колi з центром в A′ i радiусом AC. Побу-
дуємо це коло. Аналогiчним чином точка C ′ ле-
жить на колi з центром у B′ радiуса BC. Щоб
розв’язати задачу, залишилося знайти точки пе-
ретину цих кiл. (Їх двi, оскiльки трикутник мож-
на вiдкласти по обидва боки вiд вiдрiзка A′B′.)
/

A′

B′

115. Побудуйте трикутник за трьома сторона-
ми.

. Ця задача вiдрiзняється вiд попередньої
тим, що сторони трикутника заданi самi по собi,
а не у складi трикутника. Але розв’язання зали-
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шається тим самим: ми беремо одну iз заданих
сторiн, i навколо її кiнцiв будуємо кола, радiуси
яких дорiвнюють двом iншим сторонам.

Зауважимо, що цi кола можуть i не перетну-
тися: якщо три заданих вiдрiзки не задовольня-
ють нерiвностi трикутника (один бiльший за суму
двох iнших), то шуканого трикутника не iснує. /

116. Вiдкладiть вiд заданого променя кут, рiв-
ний даному.

. Цю задачу можна звести до попереднiх.
Вiзьмемо якiсь двi точки на сторонах кута, вий-
де трикутник. Побудуємо рiвний йому трикутник
(провiвши два кола i знайшовши їхнiй перетин).
Один з кутiв цього трикутника буде шуканим. /

Щоб задача мала єдиний розв’язок, треба ще
вказати, в який бiк вiд заданого променя треба
вiдкладати кут (i тим самим яку з двох точок
перетину кiл треба брати).

Ця задача легко дозволяє побудувати трикут-
ник за стороною i двома прилеглими кутами:
треба вiдкласти на якiй-небудь прямiй заданий
вiдрiзок, а потiм провести два променi пiд зада-
ними кутами.

Згадуючи ознаки рiвностi трикутникiв, мож-
на ще зауважити, що побудувати трикутник за
двома сторонами i кутом мiж ними зовсiм про-
сто: достатньо вiдкласти два даних вiдрiзки на
сторонах кута.

117. Знайдiть середину даного вiдрiзка.

. Ми побудуємо серединний перпендикуляр
до вiдрiзка, тим самим буде знайдена його середи-
на. Ми знаємо, що на серединному перпендику-
лярi лежать точки, однаково вiддаленi вiд кiнцiв
вiдрiзка. Тому достатньо знайти двi такi точки
i провести через них пряму. Щоб знайти їх, по-
будуємо два кола рiвного радiуса з центрами в
кiнцях вiдрiзка. Точки їхнього перетину i будуть
шуканими.
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Отже, побудова: побудуємо два кола рiвного
радiуса з центрами в кiнцях вiдрiзка i з’єднаємо
точки їхнього перетину прямою. Ця пряма i
роздiлить вiдрiзок навпiл. /

Радiус кiл можна вибирати рiзним, але важли-
во, щоб вiн не був занадто маленьким, iнакше ко-
ла не перетнуться. Можна, наприклад, за радiус
взяти довжину початкового вiдрiзка.

118. Роздiлiть даний кут навпiл.

. Нехай O — вершина кута. Вiдкладемо за до-
помогою циркуля на його сторонах рiвнi вiдрiзки
OA i OB (їхня довжина, тобто розхил циркуля,
може бути будь-якою). Ми вже знаємо з розв’язку
попередньої задачi, як будувати серединний пер-
пендикуляр до вiдрiзка AB. Точка O рiвновiдда-

A

BO

лена вiд A i B за побудовою i тому лежить на цьо-
му серединному перпендикулярi. Ми побудували
висоту рiвнобедреного трикутника OAB, яка од-
ночасно буде i бiсектрисою кута AOB. /

119. Дано точку A на прямiй l. Проведiть че-
рез A пряму, перпендикулярну до l.

. Цю задачу легко звести до вже розв’язаних:
ми вмiємо будувати серединний перпендикуляр
до вiдрiзка (розв’язок задачi 117), тож достатньо
знайти на прямий l вiдрiзок, серединою якого бу-
ла б точка A. А це легко зробити, вiдклавши вiд
A рiвнi вiдрiзки в рiзнi боки. /

A

120. Дано точку A, що не лежить на прямiй l.
Проведiть через A пряму, перпендикулярну до l.

. Цю задачу також можна звести до поперед-
нiх: якщо провести коло з центром в A, що пере-
тинає пряму в двох точках, то цi точки перетину
рiвновiддаленi вiд A, i тому A лежить на сере-
динному перпендикулярi до вiдрiзка з кiнцями в
цих точках. А такий ми будувати вмiємо. /

A

l
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Ще кiлька задач

Бiльш економну побудову перпендикуляра з
заданої точки A до заданої прямої l (яка не про-
ходить через цю точку) наведено в пiдручнику
I. Ф. Шаригiна: побудуємо два кола з центрами

A

l

на прямiй l, якi проходять через точку A. Вони пе-
ретнуться в точцi A i ще в однiй точцi; з’єднавши
цi точки прямою, отримаємо шуканий перпенди-
куляр.

121. Покажiть, що ця побудова дiйсно дає те,
що вимагається.

122. Як роздiлити вiдрiзок на чотири рiвнi ча-
стини циркулем i лiнiйкою?

123. Як роздiлити кут на чотири рiвнi частини
циркулем i лiнiйкою?

Згодом ми навчимося дiлити вiдрiзок на будь-яке
число рiвних частин, див. задачу 305. А от iз дiленням
кута на рiвнi частини ситуацiя зовсiм iнша: французь-
кий математик Ванцель у статтi 1837 року довiв, що
для деяких кутiв задача про трисекцiю кута (дiлен-
ня його на три рiвнi частини) не може бути розв’язана
за допомогою циркуля i лiнiйки. Наприклад, за їхньою
допомогою не можна роздiлити кут у 60◦ на три рiв-
нi частини, тобто не можна побудувати кут у 20◦; сам
кут у 60◦, як ми незабаром побачимо, побудувати лег-
ко. У тiй же статтi доводиться нерозв’язнiсть iншої
знаменитої задачi: подвоєння куба (побудова ребра ку-
ба, об’єм якого вдвiчi бiльший, нiж у даного), а та-
кож з’ясовується, якi правильнi багатокутники мож-
на побудувати циркулем i лiнiйкою. Виявляється, що
для цього число сторiн має бути добутком степеня

двiйки i рiзних простих чисел вигляду 22k

+ 1 (таки-
ми є 3 = 21 + 1, 5 = 22 + 1, 17 = 24 + 1, 257 = 28 + 1,
65537 = 216 + 1; iншi простi числа такого вигляду поки
не вiдомi).
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9. Паралельнiсть

Двi рiзнi прямi називаються паралельними,
якщо вони не перетинаються. Пряму вважають
також паралельною самiй собi.

Два основних факти про паралельнi прямi:
(1) через точку, що не лежить на прямiй,

можна провести пряму, паралельну заданiй, i до
того ж тiльки одну;

(2) двi прямi паралельнi в тому i тiльки в
тому випадку, якщо третя пряма перетинає їх
пiд рiвними кутами.
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Твердження (1) можна пояснити так. На рисунку
через точку проходить пунктирна пряма, паралельна
суцiльний. Якщо суцiльна пряма нерухома, а пунк-
тирну повертають навколо позначеної точки, то є рiв-
но одне положення, в якому прямi не перетинаються.
Якщо хоч трохи повернути пряму влiво або вправо, то
з’явиться точка перетину (яка буде тим далi, чим мен-
ше ми повернемо пряму).

У «неевклiдовiй» геометрiї (геометрiї Лобачевсько-
го) це неправильно (i вiдрiзняє неевклiдову геометрiю
вiд евклiдової): є цiлий дiапазон кутiв, в якому прямi
не перетинаються.

Твердження (2) використовує не дуже звичний зво-
рот «у тому i тiльки в тому випадку». Змiст його та-
кий: по-перше, якщо третя пряма перетинає двi прямi
пiд рiвними кутами, то цi прямi паралельнi (не пере-
тинаються); по-друге, якщо двi прямi паралельнi, то
будь-яка третя пряма перетинає їх пiд рiвними кутами.
(Перша частина вiдповiдає словам «у тому», а друга —
«тiльки в тому».)

Традицiйно в пiдручниках геометрiї твердження (1)
вважають аксiомою, а твердження (2) — її наслiдком.

Iнодi пряму не вважають паралельною самiй собi
(прямi, що збiгаються, не вважаються паралельними);
тодi в твердженнi (2) потрiбна вiдповiдна обмовка.

124. Доведiть, що двi прямi, якi паралельнi
третiй, паралельнi мiж собою.

. Цю задачу можна розв’язати двома спосо-
бами — або за допомогою твердження (1), або
за допомогою твердження (2). Наведемо обидва
варiанти.
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(Перший варiант) Нехай двi прямi m1 i m2 па-
ралельнi третiй прямiй l. Чи можуть вони перет-
нутися в якiйсь точцi X? Нi, тому що в такому
разi через X проходило б двi прямi, паралель-
нi данiй. Отже, якщо в них є спiльна точка, то

m1

m2
X?

l

вони збiгаються (а прямi, що збiгаються, також
вважаються паралельними).

(Другий варiант) Перетнемо всi три прямi яко-
юсь прямою n i позначимо кути, що утворились,
як на рисунку. Оскiльки прямi l i m1 паралель-
нi, то кути α i γ рiвнi. Оскiльки прямi l i m2

паралельнi, то кути α i β рiвнi. Отже, всi три

m1

m2

l α

β

γ

позначених кути рiвнi. А з рiвностi кутiв β i γ
випливає паралельнiсть прямих m1 i m2. /

125. Доведiть, що двi прямi, перпендикулярнi
до третьої, паралельнi.

. Це — прямий наслiдок властивостi (2),
оскiльки кути, що утворюються при перетинi
двох прямих їхнiм спiльним перпендикуляром,
прямi i тому рiвнi. /

Пари кутiв, що утворюються при перетинi
двох прямих третьою (яку традицiйно назива-
ють сiчною), мають традицiйнi назви, якi ми
пояснимо рисунком. Кути α i β називають вну-
трiшнiми перехресними або внутрiшнiми рiз-
ностороннiми; така ж назва вiдноситься до па-
ри кутiв γ i δ. Кути α i δ називають внутрiш-
нiми одностороннiми; така ж назва вiдносить-
ся до пари β i γ.

Згадуючи, що вертикальнi кути рiвнi, а
сумiжнi кути становлять у сумi 180◦, можна
сформулювати властивiсть (2) так: прямi пара-
лельнi в тому i тiльки тому випадку, коли
внутрiшнi перехреснi кути при сiчнiй рiвнi.

Або так: прямi паралельнi в тому i тiльки
тому випадку, коли внутрiшнi одностороннi
кути становлять у сумi 180◦.

α

β

γ

δ

ñóìà = 180◦

Iнодi говорять навiть про «зовнiшнi перехрес-
нi» i «зовнiшнi одностороннi» кути.

126. Доведiть, що через дану точку можна
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провести тiльки одну пряму, перпендикулярну до
даної.

. Це — в точностi повторення попередньої за-
дачi: якщо провести двi такi прямi, то вони бу-
дуть двома перпендикулярами до заданої прямої.
За попередньою задачею вони паралельнi — i не
можуть проходити через одну точку (якщо не збi-
гаються)! /

Є два вирази, що вiдносяться до побудови перпен-
дикулярiв.

Якщо точка A не лежить на прямiй l i ми проводи-
мо через A пряму, перпендикулярну до l, це називаєть-
ся «опустити з A перпендикуляр на l». (Навiть якщо на
рисунку точка A нижче вiд прямої l, все одно кажуть
«опустити».)

Якщо точка A лежить на прямiй l i ми проводимо
через A пряму перпендикулярно до l, це називається
«поставити перпендикуляр до l у точцi A».

îïóñòèòè

ïîñòàâèòè

Задача 126, таким чином, говорить, що з даної точ-
ки можна опустити тiльки один перпендикуляр на дану
пряму. (Як це зробити циркулем i лiнiйкою, ми вже ба-
чили в задачi 120.)

127. У чотирикутнику ABCD кут ACB дорiв-
нює куту CAD. Доведiть, що в нього є двi пара-
лельнi сторони.

. Ця задача — прямий наслiдок властивостi
(2): за умовою внутрiшнi перехреснi кути ACB i A

B C

D

CAD при сiчнiй AC рiвнi, i тому прямi AD i BC
паралельнi. /

128. Два сусiднiх кути чотирикутника стано-
влять у сумi 180◦. Доведiть, що двi його сторони
паралельнi. Доведiть, що два iнших кути також
становлять у сумi 180◦.

. Нехай у чотирикутнику ABCD кути A i B A

B C

D

становлять у сумi 180◦. Вони є внутрiшнiми од-
ностороннiми кутами при сiчнiй AB, i тому прямi
AD i BC паралельнi.

Тепер розглянемо сторону CD як сiчну, при
якiй лежать два внутрiшнiх одностороннiх кути
C i D. Оскiльки прямi паралельнi, за властивiстю
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(2) сума цих кутiв дорiвнює 180◦. /

129. Доведiть, що перпендикуляри до пара-
лельних прямих паралельнi.

. Нехай l1 i l2 — паралельнi прямi, m1 — пер-
пендикуляр до l1, а m2 — до l2. Переконаємося,
що прямi m1 i l2 перетинаються пiд прямим ку-
том: пряма m1 перетинає двi паралельнi прямi l1
i l2 пiд рiвними кутами (за властивiстю (2)).l1

l2

m1
m2

Тепер видно, що m1 i m2 — два перпендику-
ляри до l2 i тому паралельнi (задача 125). /

130. Сторони одного кута паралельнi сторо-
нам iншого (i йдуть у тих же напрямках, див.
рисунок). Доведiть, що кути рiвнi.

. Обидва цi кути рiвнi третьому, який утво-
рюється при перетинi однiєї сторони одного ку-
та з непаралельною до неї стороною iншого кута
(двiчi використовуємо властивiсть (2)). /

131. Через вершину B трикутника ABC про-
ведено пряму, паралельну сторонi AC. Позначте
на рисунку кути, рiвнi кутам A i C трикутника.
Виведiть звiдси, що сума кутiв трикутника дорiв-
нює 180◦.A

B

C

. Позначенi на рисунку кути рiвнi кутам A i
C як внутрiшнi перехреснi й доповнюють кут B
з двох бокiв до розгорнутого. /A

B

C

132. У трикутнику всi сторони рiвнi. Знайдiть
його кути.

. Рiвностороннiй трикутник (в якому всi сто-
рони рiвнi) є окремим випадком рiвнобедреного,
причому за основу можна взяти будь-яку сторону.
Тому в ньому всi кути рiвнi. Оскiльки в сумi ку-60◦

60◦

60◦

ти становлять 180◦ (попередня задача), то кожен
з них дорiвнює 60◦. /

133. У рiвнобедреному трикутнику один з
кутiв дорiвнює 80◦. Якi його iншi кути? (Вкажiть
усi можливостi.)

. У рiвнобедреному трикутнику два кути при
основi рiвнi. Якщо один з них дорiвнює 80◦, то в
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сумi вони дорiвнюють 160◦, i на третiй кут (при
вершинi) залишається 20◦. Якщо ж кут при вер-
шинi дорiвнює 80◦, то на два кути при основi
залишається 100◦, i кожен з них дорiвнює 50◦. /

134. У рiвнобедреному трикутнику один з
кутiв дорiвнює 60◦. Доведiть, що трикутник рiв-
ностороннiй.

. Неважливо, який саме кут дорiвнює 60◦ (кут
при основi або при вершинi), все одно iншi кути
теж рiвнi 60◦. Але ми знаємо, що якщо в трикут-
нику два кути рiвнi, то протилежнi їм сторони
рiвнi. Отже, якщо всi три кути рiвнi, то й усi три
сторони рiвнi. /

135. Яких значень може набувати найбiль-
ший кут трикутника? Яких значень може набува-
ти найменший кут трикутника? Яких значень мо-
же набувати третiй (середнiй за величиною) кут
трикутника?

. Якщо три числа в сумi дорiвнюють 180, то
найбiльше з них не менше за 60 (iнакше всi iншi
меншi за 60 i сума менша за 180). Таким чином,
бiльший кут трикутника може бути вiд 60◦ до
180◦. З аналогiчних мiркувань менший кут мо-
же бути вiд 0◦ до 60◦. Середнiй кут бiльший за
0◦ i менший за 90◦, оскiльки в сумi з бiльшим
кутом вiн менший за 180◦. Усi цi варiанти дiйс-
но можливi (що можна перевiрити для випадку
рiвнобедрених трикутникiв). /

136. Доведiть, що сума кутiв чотирикутника
дорiвнює 360◦, розрiзавши його на два трикутни-
ки.

. Провiвши дiагональ, ми розрiзаємо чотири-
кутник на два трикутники. При цьому два кути
чотирикутника розбиваються на двi частини (ко-
жен). Якщо ми додамо всi шiсть кутiв у двох
трикутниках, то отримаємо 2× 180◦ = 360◦. З iн-
шого боку, ця сума є сумою кутiв чотирикутника
(якщо згрупувати пари кутiв зi спiльними верши-
нами). /
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Цей розв’язок, строго кажучи, потребує дея-
ких уточнень. Справа в тому, що дiагональ чо-
тирикутника може опинитися поза чотирикутни-
ком. (Багатокутники, в яких таке трапляється,
називають неопуклими.) Але все одно сума кутiв,
якщо дозволяти кути бiльшi за 180◦, дорiвнюва-
тиме 360◦. Справдi, можна розрiзати чотирикут-
ник по iншiй дiагоналi й застосувати те ж саме
мiркування, що i ранiше.

137. Чому дорiвнює сума кутiв опуклого
п’ятикутника?

. Як i в попереднiй задачi, розрiжемо йо-
го на трикутники, провiвши двi дiагоналi. Вий-
де 3 трикутники. Отже, сума кутiв опуклого
п’ятикутника дорiвнює 3 × 180◦ = 540◦. /

138. Знайдiть суму кутiв опуклого n-кутника.

. Вiзьмемо одну з вершин i проведемо з неї
всi дiагоналi. Їх буде n − 3 (з n вершин випа-
дають три — сама вершина i двi сусiднi). Вони
розрiзають багатокутник на n−2 трикутники (ко-
жен розрiз збiльшує число частин на 1, спочатку
була одна частина). У кожному трикутнику су-
ма кутiв дорiвнює 180◦. Додаючи всi кути всiх
трикутникiв, отримуємо суму всiх кутiв багато-
кутника, яка тим самим дорiвнює 180(n − 2)◦. /

139. Доведiть, що зовнiшнiй кут при вершинi
A трикутника ABC (див. рисунок) дорiвнює сумi
кутiв B i C.A

B

C

. Сума трьох кутiв трикутника дорiвнює 180◦.
Отже, сума двох з них дорiвнює рiзницi 180◦ i
третього кута, тобто дорiвнює куту, сумiжному з
третiм. Що й треба було довести. /

140. Сторона AB трикутника ABC довша
за сторону AC, i на нiй вiдкладений вiдрiзок
AD, рiвний вiдрiзку AC. Доведiть, що кут при
основi рiвнобедреного трикутника ACD настiль-
ки ж бiльший за кут ABC, наскiльки менший за
кут ACB.A

B

C

D

. Кути при основi CD рiвнобедреного трикут-
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ника ACD рiвнi. Один з них менший за кут ACB
на величину кута DCB. Другий є зовнiшнiм ку-
том трикутника DCB, i тому дорiвнює сумi кута
DCB i кута ABC. Отже, в обох випадках рiзниця
дорiвнює величинi кута DCB. /

141. Чому дорiвнює сума зовнiшнiх кутiв при
трьох вершинах трикутника?

. Разом з трьома внутрiшнiми кутами (якi в
сумi дають 180◦) виходить три розгорнутих кути,
тобто 540◦, тому сума зовнiшнiх кутiв дорiвнює
540 − 180 = 360◦. /

142. Чому дорiвнює сума зовнiшнiх кутiв при
чотирьох вершинах опуклого чотирикутника?

. Щоб знайти суму цих кутiв (вони пока-
занi на рисунку одинарними дугами, але це не
означає, що вони рiвнi!), розглянемо вiдповiднi
внутрiшнi кути. Разом з 4 внутрiшнiми кутами
(якi в сумi дають 360◦) виходить 4 розгорну-
тих кути, тобто 720◦, тому сума зовнiшнiх кутiв
дорiвнює 720 − 360 = 360◦. /

143. Чому дорiвнює сума зовнiшнiх кутiв при
п’яти вершинах опуклого п’ятикутника?

. Разом з 5 внутрiшнiми кутами (якi в сумi
дають 540◦) виходить 5 розгорнутих кутiв, тоб-
то 900◦, тому сума зовнiшнiх кутiв дорiвнює
900 − 540 = 360◦. /

Аналогiчним способом можна переконатися,
що сума зовнiшнiх кутiв опуклого шести-, семи-
i взагалi будь-якого n-кутника дорiвнює 360◦.
Справдi, разом iз внутрiшнiми кутами виходить
n розгорнутих кутiв, тобто n · 180◦, а внутрiшнi
кути дають (n− 2) · 180◦, тож на долю зовнiшнiх
припадає рiзниця в 2 · 180 = 360◦.

Втiм, є iнше, бiльш наочне (хоча i менш фор-
мальне) пояснення. Уявiмо собi автомобiль, який
об’їжджає багатокутник по периметру. Кути бага-
токутника є точками повороту автомобiля. В кож-
нiй точцi вiн повертає на кут, рiвний зовнiшньому
куту багатокутника. Об’їхавши коло, автомобiль
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зробить повний оберт, тобто поверне на 360◦.

144. Дано пряму i точку, що на нiй не ле-
жить. Як провести (циркулем i лiнiйкою) через
дану точку пряму, паралельну данiй прямiй?

. Ось один iз способiв. Нехай дано пряму l i
точку A. Проведемо через точку A якусь пряму
m, що перетинає пряму l. Шукана пряма пере-
тинає пряму m пiд тим же кутом, що i пряма l,
отже треба просто вiдкласти цей кут вiд прямої

A

l
m

m (задача 116).

Можна вибрати кут перетину прямим: опусти-
мо з A перпендикуляр m на пряму l, а потiм з тiєї
ж точки A поставимо перпендикуляр до прямої m
(використовуючи задачi 120 i 119).

Ще кiлька задач

145. Дайте iнше доведення теореми про суму
кутiв опуклого чотирикутника, розрiзавши його
двома дiагоналями на чотири трикутники.

146. Доведiть, що в опуклому чотирикутнику
ABCD (вершини перерахованi за годинниковою
стрiлкою)

∠CAD + ∠BDA = ∠DBC + ∠ACB.

147. Доведiть, що сума п’яти кутiв у вершин
п’ятикутної зiрки (позначенi одинарною дугою,
але можуть бути рiзними) однакова у всiх зiрок.
Чому вона дорiвнює?

148. Трикутник ABC — рiвнобедрений з осно-
вою AC. Вiдрiзок AM дiлить його на два рiвно-
бедрених трикутники з основами AB i MC. Знай-
дiть кут B. [Вiдповiдь: 36◦.]

A

B

C

M

149. Продовження двох протилежних сторiн
AB i CD чотирикутника ABCD перетинаються
пiд кутом 20◦, продовження двох iнших проти-
лежних сторiн (AD, BC) — теж. Доведiть, що
два кути в чотирикутнику рiвнi, а два iншi вiдрiз-

A
B

C
D

няються на 40◦.

150. Сторони кута в 75◦ перпендикулярнi до
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сторiн iншого кута. Чому може дорiвнювати цей
кут? (Можливi рiзнi варiанти.)

151. Двi прямi рухаються паралельно самим
собi. Доведiть, що кут мiж ними залишається
незмiнним.

152. Згадуючи доведення формули для суми
кутiв n-кутника, отримайте як наслiдок, що при
будь-якому способi розрiзання дiагоналями опу-
клого n-кутника на трикутники (дiагоналi не зо-
бов’язанi виходити з однiєї вершини) отримаємо
одне й те саме число трикутникiв (n − 2).

153. Яке найбiльше число гострих кутiв мо-
же бути в опуклому 4-кутнику? в опуклому 5-
кутнику? в опуклому 100-кутнику?

154. Пряма перетинає сторони кута i його
бiсектрису, утворюючи три кути (див. рисунок).
Доведiть, що середнiй з цих кутiв дорiвнює пiв-
сумi крайнiх.

1

2

3

155. Через дану точку проведiть (циркулем i
лiнiйкою) пряму, яка перетинає двi данi (не пара-
лельнi) прямi пiд рiвними кутами.

156. Робот проїжджає по прямiй 1 метр, по-
вертає праворуч на деякий кут α, проїжджає пря-
мо ще 1 метр, знов повертає праворуч на той
же кут α, знов проїжджає 1 метр i так далi.
Доведiть, що точки поворотiв робота лежать на
одному колi.

157. Шматок паперу двiчi зiгнули по прямим,
а потiм розрiзали ножицями по пунктирнiй лiнiї
i розгорнули. Як знайти кути отриманого чотири-
кутника (дiрки), якщо вiдомi кути α, β i γ?
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158. По прямому шосе зi швидкiстю 60 км/год
їде машина. Паралельно шосе стоїть будинок
довжиною 100 метрiв. Кожну секунду пасажир
машини вимiрює кут, пiд яким видно будинок
(фасад будинку). Доведiть, що сума всiх вимiря-
них ним кутiв не бiльша за 1100◦.

У задачi 118 ми дiлили кут на двi рiвнi части-
ни (будували бiсектрису кута) циркулем i лiнiй-
кою. А чи можна циркулем i лiнiйкою роздiлити
кут на три рiвнi частини? Ця задача називаєть-
ся «трисекцiєю кута». Вона вiдома з часiв ста-
родавньої Грецiї, i Архiмед придумав розв’язок з
невеличким шахрайством — або, як зараз кажуть,
креативно використав лiнiйку, зробивши на нiй
позначки. Ось ця побудова.

Бажаючи роздiлити на три частини кут AOB,
проведемо коло деякого радiуса з центром в O.
Потiм, не змiнюючи розхилу циркуля, зробимо на
лiнiйцi двi позначки P i Q (вiдстань мiж ними
дорiвнює радiусу кола). Тепер прикладемо лiнiй-
ку так, щоб вона проходила через точку кола на
променi OB, а двi позначки потрапили б на пря-
му AO i на коло. Тодi кут, утворений лiнiйкою з
прямою AO, буде дорiвнює третинi початкового.A

B

O

P

Q

B1

159. Доведiть, що побудова Архiмеда дiйсно
дозволяє побудувати кут, що дорiвнює третинi да-
ного. 〈Трикутники PQO i OQB1 — рiвнобедренi.〉

Як було доведено набагато пiзнiше, без таких
хитрощiв (використовуючи лiнiйку лише для то-
го, щоб провести пряму через вже iснуючi точки,
а циркуль — лише для побудови кола з уже по-
будованим центром i вiдомим радiусом) обiйтися
не можна.
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10. Прямокутнi трикутники

Прямокутним називається трикутник, в
якому один з кутiв прямий. Прилеглi до цього
кута сторони називаються катетами трикутни-
ка, а протилежна сторона — гiпотенузою.

160. Доведiть, що в прямокутному трикутни-
ку кути при гiпотенузi в сумi становлять прямий
кут.

. Сума всiх трьох кутiв дорiвнює 180◦, отже,
на долю двох iнших залишається 180 − 90 = 90◦./

Звiдси випливає, що iншi кути в прямокут-
ному трикутнику (крiм прямого) — гострi: якщо
їхня сума дорiвнює прямому куту, то кожен з до-
данкiв менший, нiж прямий.

161. Знайдiть кути прямокутного рiвнобедре-
ного трикутника.

. Кути при основi рiвнобедреного трикутника
рiвнi, а в сумi становлять 90◦, тож кожний з них
дорiвнює 45◦. /

Кiлька наступних задач дають ознаки рiвностi
прямокутних трикутникiв.

162. (а) Доведiть ознаку рiвностi прямокут-
них трикутникiв «за двома катетами»: якщо у
двох прямокутних трикутникiв (ABC i A′B′C ′ з
прямими кутами B i B′) рiвнi вiдповiднi катети
(AB = A′B′ i BC = B′C ′), то трикутники рiвнi.

(б) Сформулюйте i доведiть ознаку рiвностi
прямокутних трикутникiв за катетом i прилеглим
до нього гострим кутом.

. Цi ознаки не потребують спецiального дове-
дення: вони є лише окремими випадками першої
i другої ознак рiвностi трикутникiв, коли один з
кутiв прямий. /

У наступнiй задачi вже не можна послатися на
ознаки рiвностi трикутникiв (тому що та ознака,
на яку хотiлося б послатися, є неправильною —
див. задачу 85).
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163. Катет i гiпотенуза одного прямокутного
трикутника рiвнi катету i гiпотенузi iншого. До-
ведiть, що трикутники рiвнi.

. Прикладемо трикутники один до одного рiв-
ними катетами BC i B′C ′ (див. рисунок). Оскiль-
ки трикутники прямокутнi, то два iнших кате-
ти утворять одну пряму (AA′) i два трикутни-
ки утворять бiльший трикутник. За умовою гiпо-A A′C C′

B B′

тенузи рiвнi, тому цей бiльший трикутник вий-
де рiвнобедреним. Доведемо, що точка C (яка
сумiщена з C ′) є серединою AA′. Справдi, як-
би серединою AA′ була якась iнша точка M , то
BM була б медiаною рiвнобедреного трикутника
ABA′, а тому i його висотою, i ми отримали б
два рiзних перпендикуляри, опущенi з точки B
на пряму AA′, — вiдрiзки BC i BM . Отже, C
i M збiгаються, вiдрiзки AC i A′C ′ рiвнi i нашi
трикутники рiвнi, наприклад, за двома катетами.
(Або за трьома сторонами.) /

Можна мiркувати iнакше, сумiстивши рiвнi
катети так, щоб трикутники опинилися по один
бiк (див. рисунок). Якщо при цьому точки A i
A′ сумiстяться, то трикутники рiвнi. Якщо ж нi,
то утвориться трикутник CAA′. Вiд повинен бу-B A A′

C

ти рiвнобедреним, оскiльки CA = CA′ за умо-
вою (гiпотенузи рiвнi). З iншого боку, в ньому
один з кутiв при основi (на рисунку ∠CAA′) ту-
пий, оскiльки сумiжний з ним кут (∠CAB) го-
стрий. Кути при основi в рiвнобедреному трикут-
нику рiвнi, а другого тупого кута бути не може
(сума кутiв 180◦). Отже, цей випадок (коли A i
A′ не сумiстилися) неможливий.

164. Гiпотенуза одного прямокутного трикут-
ника дорiвнює гiпотенузi iншого; один з прилег-
лих до неї кутiв дорiвнює куту при гiпотенузi iн-
шого трикутника. Доведiть, що трикутники рiвнi.

. Оскiльки в обох трикутниках сума кутiв
дорiвнює 180◦ i у них є два рiвних кути, то рiвнi
й третi кути, i трикутники рiвнi за гiпотенузою i
двом прилеглим до неї кутам. /

56



165. Катет одного прямокутного трикутника
дорiвнює катету iншого; протилежнi до них кути
також рiвнi. Доведiть, що трикутники рiвнi.

. У кожному з двох трикутникiв гострi кути в
сумi дають 90◦, тому якщо протилежнi до рiвних
катетiв кути рiвнi, то й прилеглi до них кути теж
рiвнi. Залишається скористатися другою ознакою
рiвностi трикутникiв. /

166. У прямокутному трикутнику один з ка-
тетiв вдвiчi коротший за гiпотенузу. Знайдiть ку-
ти трикутника.

. Вiзьмемо два таких трикутники i прикладе-
мо їх довгими катетами один до одного. Корот-
кi катети будуть утворювати один вiдрiзок (кути
прямi). Довжина цього вiдрiзка за умовою дорiв-
нює довжинi гiпотенузи, тож вийде рiвносторон-
нiй трикутник, в якому кути дорiвнюють 60◦. Вiд- x x

2x 2x

повiдь: 60◦, 30◦, 90◦. /

167. У прямокутному трикутнику один з кутiв
дорiвнює 30◦. Доведiть, що один iз катетiв вдвiчi
коротший за гiпотенузу.

. Прикладемо два таких трикутники один до
одного катетами так, щоб два кути в 30◦ утвори-
ли кут у 60◦. Вийде рiвнобедрений трикутник з
кутом при вершинi 60◦, який буде рiвностороннiм.
Отже, подвоєний менший катет дорiвнює гiпоте-

30◦ 30◦

нузi, що й треба було довести. /

168. Як побудувати прямокутний трикутник,
якщо данi його катет i гiпотенуза?

. Побудуємо прямий кут. На однiй з його
сторiн вiдкладемо даний катет. Потiм вiзьмемо
циркуль iз розхилом, що дорiвнює гiпотенузi, по-
ставимо одну нiжку циркуля в кiнець катета i
зробимо потрiбну позначку на iншiй сторонi ку-
та. /
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Ще кiлька задач

169. Доведiть, що в тупокутному трикутнику
тiльки один кут тупий, а два iнших — гострi.

170. Медiана трикутника вдвiчi коротша за
сторону, до якої вона проведена (AM = 1

2BC
для медiани AM трикутника ABC). Покажiть,
що цей трикутник прямокутний: ∠A = 90◦.

171. Покажiть, що будь-який прямокутний
трикутник можна розрiзати на два прямокутних
трикутники, в яких такi ж самi кути, що й у по-
чаткового.

172. Василь стверджує, що розрiзав тупокут-
ний трикутник на кiлька гострокутних. Чи може
так бути?
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